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CLASA a IX-a — solutii

Problema 1. Fie ABCD un paralelogram si O intersectia diagonalelor. Demonstrati ca
pentru orice punct M € (AB), existd in mod unic punctele N € (OC) si P € (OD) astfel incat
O este centrul de greutate al triunghiului M N P.

Solutie. Un punct M € (AB) este unic determinat de k € (0,00) astfel incat % =k, de

. —
unde avem OM = %HOA + %HO? .............................................. 2 puncte
Pentru a gasi punctele N gi P in mod unic, trebuie sa gasim x,y € (0,00) in mod unic astfel
incat %]g, =z, IOJS =y si O este centrul d_e> greutate al triunghiului MNP. ......... 2 puncte
_ : — v -y
De aici avem 0] +1O? =—770Asd O? = ﬁ@ = —WO?. ........... 1 punct

Deoarece OA §i O? sunt necoliniari 0] este centrul de greutate al triunghiului M NP daca

gi numai daca z+1 = k+1 S ax= y+1 = k+1 < y = k, adica punctul N este unic determinat
de raportul x = % = ]ong’ iar punctul P este unic determinat de raportul y = k = %, ceea ce
incheie problema. . ... ... e 2 puncte

Problema 2. Rezolvati in R ecuatia:

1 n 1 n 1
{z}  [z] =

unde [z] si {z} sunt partea intreaga, respectiv partea frationara a numarului real z.
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Solutie. Din conditiile de existentd, x € R\ (ZU[0,1)). ..., 1 punct
Ecuatia din enunt este echivalenta cu:

:0’

..................................................................................... 1 punct
Deoarece —z% < 0 si @ # 0, avem ci [z]{z} <0, deci [z] < —1. ...........ooiinn. 1 punct
Daci [z] = —k, k € N*, ecuatia (x) devine —22 = —k(k + ), ceea ce este echivalent cu

2 — kx — k* = 0, avand solutiile 715 = %‘/5 Din [z] = —Fk, obtinem ca singura solutie

posibila ar fi z1 = %‘/5 .......................................................... 2 puncte
In final, trebuie s& gasim valorile lui k¥ € N* pentru care [k k\f] —k, ceea ce este echivalent

cu:

< —k+1e3k>kV/5>3k—2,

k< kl_z‘/‘?’



de unde obtinem k < 3+T\/57 adica k € {1,2}. De aici obtinem solutiile 27 = 1_2‘/5 sizy =1-5,
care verifica ecuatia data. ......... .. 2 puncte

Problema 3. Determinati numerele reale pozitive a, b, ¢, d astfel incat a +b+c+d = 80 si

b c d

=8
a+1+a+1+a+b+1+a+b+c

Solutie. A doud relatie dupa adunare cu 4 in ambii membri se scrie:

I+a+b 1+a+b+c l1+a+btc+d

1 12.
et 1+a I+a+0 l+a+b+c
.................................................................................... 2 puncte
Aplicand inegalitatea mediilor succesiv obtinem:
1 b 1 b
1+a++a+22\/(1—1—a)~w:2\/1+a+b;
1+4+a 1+4+a
l+tatbte ltatbtetd \/1+a+b+c 1—|—a+b—|—c+d\/ 81
l+a+b l+a+b+c ~ l+a+b l+a+b+ec  “Vi1da+b
.................................................................................... 2 puncte

Prin adunarea celor doua inegalitati si aplicand din nou inegalitatea mediilor se ajunge la:

l1+a+b 14+a+b+c 14+a+b+c+d 18
+ + >2V14+a+b+ ——— > 12.
1+a l1+a+5b l1+a+b+c — V1i+a+b

..................................................................................... 1 punct
Observam ca avem egalitate in inegalitatea mediilor in toate cele trei cazuri de mai sus. De

P : — ; _ 14a4b _ 14atbitc _ 1tatbtetd
aici obtinem a + b = 8, respectiv 1 + a = =1 et = Ttetbre =9 Asadar, numerele

cautate sunt a =2, 0 =06, c =18, d = D4. ...t 2 puncte

12=14a+

Problema 4. Fie (zy),>1 un gir crescator nemarginit de numere naturale cu z; = 1 si
Tpy1 < 2x,, pentru orice n > 1. Demonstrati ca orice numar natural nenul se poate scrie ca
suma finita de termeni distincti doi cate doi ai sirului (2y)n>1-

Nota: Doi termeni x; si x; ai sirului (z,)n>1 se numesc distincti daca i # j.

Solutie. Fie k un numar natural nenul astfel incat 1 < k < 2x, pentru un n > 1 natural.
n

Vom demonstra prin inductie ca putem scrie k = E gix; cu g; € {0,1},4 = 1,n. Deoarece sirul
i=1
(xn)n>1 este nemarginit, putem acoperi toate numerele naturale nenule cu aceasta constructie.

Afirmatia de mai sus este adevarata pentru n = 1.

Presupunem ca am demonstrat-o pentru n = N. Vom demonstra in continuare ca orice
N+1

1 <k < 2xpyn.i1 se poate scrie k = Z azicua; € {0,1},i=1,N+1. .............. 1 punct

=1



N N+1
Daca znx = zn+1, atunci avem din ipoteza din inductie k = E €;x; sl putem scrie g Q;T;,

i=1 i=1
cua; =€, 1 =1, N, 81 Nt = 0. o 1 punct
Daca xn < 41, este suficient sa consideram valorile lui k pentru care 2z < k < 22541,
deoarece cazul k < 2z este acoperit de ipoteza de inductie. ............... ... ... 1 punct

In acest fel, k—xni+1 > 22y —2xn+1 > 0 conform ipotezei problemei. Distingem doud cazuri:
Cazul 1. Daca k — xny11 = 0, afirmatia este evident adevarata.
Cazul 2. Daca k — xny41 > 0, folosim din nou ipoteza problemei si, din conditia:

0<k—-—on41 <2rn41 — N1 < 22p,

N
conform ipotezei de inductie, putem scrie k — xny1 = Z gix; cug; €{0,1}, i =1, N. Adunam
i=1
Tn+1 1In ambele parti ale egalitatii precedente si consideram o; = €; pentru i = 1, N si any1=1.
Inductia se Inchele. . ... o i 2 puncte



