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CLASA a VIII-a — solutii
Problema 1. Fie multimile
A={(z,y) |z, yeRsiz+y+1=0}, B={(z,9)|z,yeRsiz®+y°+1=3zy}.

a) Aratati ca A C B.

b) Aratati ca multimea B\ A are exact un element.

Solutie. a) Daca (z,y) € A,atunciy=—z — 1 .. ... . i i 2p

Reiese 23 + 92 +1 =23 — (2 + 13 +1=32(—2x — 1) =3xy, deci (z,y) EB............. 2p

b) Daci (z,y) € B, atunci 23 +y3 —3zy+1 = 0, deci (v +y)3 — 3zvy(r +y) —3ry+1 = 0, sau
(z+y+1D)((z+y)?—(z+y)+1)=3zy(z+y+1) =0, sau (v +y+1)(2? —zy+y? —z—y+1) = 0.

Pentru ca (z,y) € B\ A trebuie ca 22 —zy +y*> — 2 —y+1 =0, de unde (z — y)? + (x —
12+ (y—1)%2=0,adici r =y =1. Cum (1,1) ¢ A, reiese B\ A= {(1,1)}................ 3p

Varianta pentru b). Observam ca (1,1) € B\ A . ..o 1p
Fie (r,y) € B,z =1+a, y = 1+ b. Atunci a® + b3 + 3a% + 3b%> — 3ab = 0, sau (a + b)(a? —
ab +b%) —3(a®? —ab +b%) = 0, deci (a + b — 3)(a® — ab+ b?) = 0. Daci a + b — 3 = 0, atunci
r4+y+1=0si(z,y) € A Daci a®> —ab+b? =0, atunci a = b = 0si (z,y) € B\ A. Astfel

B\ A contine doar elementul (1,1) ... ... oo 2p
Altd solutie. Se stie ca a® + b + ¢ — 3abc = (a + b + c)(a® + b? + ¢ — ab — ac — be). Reiese
PP+l =32y =+ y+ D@2+ 2+ 1 =By =T —Y) e 4p
Astfel, daca (z,y) € A, atunci (2,Y) € B ..ot 1p

Apoi, daci (z,y) € B\ 4, atunci 22 +y? + 1 — 2y — 2 —y = 0 si finalizdm ca la prima solutie
2p

Problema 2. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia x2 + % + 2y(z — y) = 17.
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Solutie. Ecuatia se scrie (x —4)2 + 20y +2y(x —y) = 17 0o ooiiiiiiii i 2p
Notim 2z —y = d € Z, xy = p € N. Atunci egalitatea devine p(d + 2) = 17 — d?, de unde
17— 0
p= 112 13 ...................................................................... P
Obtinem p = m—i—2—d € N. Rezulta d+2 € {1,—1,13,—13}, adicad € {—1,-3,11,—15}.
Daca d = —1, atunci p = 16, caz in care nu avem solutii, deoarece nu exista doua numere naturale
cu produsul 16 si diferenta —1. Din d = —3 rezulta p = —8 < 0, care nu convine. Pentru d = 11,
p = —8 < 0, nu convine. Daca d = x —y = —15, atunci p = zy = 16, de unde obtinem solutia
(UNICA) T = 1, 4 = 16 .ot e 3p




Alta solutie. Ecuatia se scrie (z —y)2 +2xy+ay(r —y) =17 ..o, 2p

Formim o diferentd de patrate: 4(z —y)? + day(z — y) + (zy)? — (vy)? + 8xy — 16 = 68 — 16,
adica (2(x —y) +2y)? — (ry—4)% = 52. Reiese (22 — 2y +zy — 2y +4)(22 — 2y +zy + 2y —4) = 52,
deunde (2 —y+2)(x —y+ a2y —2) = 13 oo 2p

Cum numerele x, y, z sunt naturale, sunt posibile cazurile

er—y+2=-13siz—y+ay—2=—1,decix —y = —15, iar zy = 16, de unde y = z + 15
si z(x + 15) = 16. Cum =z este natural, deducem ca x = 1, apoi y = 16;

er—y+2=—-1lsiz—y+ay—2=—13, deci x —y = —3, iar xy = —8, imposibil daca z si
y sunt naturale;

er—y+2=1siz—y+zy—2=13,deci z —y = —1 si 2y = 16, imposibil daca x si y sunt
naturale;

er—y+2=13siz—y+axy—2=1, deci x —y = 11, iar zy = —8§, imposibil daca = si y
SUNE NATUTALE . . . . e ettt e e e e e e e e e 3p

Problema 3. Numerele reale strict pozitive x,y, z verifica relatiile zy + 4 < 2(z + 2),
yz+4<2(y+2z), zx +4 < 2(2+y). Demonstrati cd x =y = z.

Solutie. Ipoteza este x(y —2) < 2(z2 —2), y(z —2) < 2(x —2), 2(z —2) <2(y —2) ...... 2p

Daca z — 2 < 0, folosind relatia a doua rezulta z — 2 < 0, apoi din prima obtinem y —2 < 0,
deci z,y,z € (0,2) sizyz < 8. Avem z(2—y) > 2(2—2) >0,y(2—2) >22(2—2) >0,2(2—x) >
2(2—y) > 0. Inmultind inegalititile membru cu membru si impartind la (2—z)(2—y)(2—z) > 0,

rezulta xyz > 8, contradictie cu xyz < 8 ... . 2p
Analog obtinem ca daca x > 2, atunci y > 2 si z > 2, deci xyz > 8. Inmultind relatiile
ajungem apoi la xyz < 8 —contradictie....... ... .. 2p

Asadar z = 2. Inlocuind in conditiile date obtinem y < 2 <2<y, deciz =y =2=2...1p

Alta solutie. Avem ab+4—2(a+0)=(a—2)(b—2), (1)...ooviiiiiii 2p
Presupunem cé unul dintre numere este mai mic decat 2, de exemplu z < 2. Atunci yz+4 <
2(y+z) <2y +4, deci z < 2. Reiese xy +4 < 2(x + 2) < 2z + 4, deci y < 2. Din (1) obtinem
xy +4 > 2(x + y) si analoagele, deci Y zy + 12 >4z, in contradictie cu ipoteza......... 3p
Asadar z,y,z > 2. Din (1) reiese xy + 4 > 2(z + y) si analoagele. Prin adunare obtinem
Y xy+12 > 4% x. Coroborand aceasta cu ipoteza deducem ca toate inegalitatile trebuie sa fie
egalitati, deci T =y = 2 = 2 .. ... 2p

Problema 4. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub. Pe segmentele BC' si DD’ luam punctele M,
respectiv N, astfel incat BM = DN. Aratati ca dreapta A’M este perpendiculard pe planul
(AB'N).

Solutie. Din BC' 1 (ABB') si AB' C (ABB’) ob-
tinem AB’ 1 BC. Cum AB’ 1 A'B (diagonale ale
patratului ABB'A’), reiese AB’ L (A’BC'). Deoarece
A'M c (A'BC), obtinem A’'M 1L AB', (1)......... 3p

Fie E € (AD) astfel ca AE = BM. Atunci ABME
este dreptunghi, deci AB || ME. Cum AB 1 (ADA')
si AN C (ADA), rezultd AN L ME, (2).......... 2p

Din AA’AE = AADN (C.C.) obtinem <DAN =
JAA'E, de unde <AA'E + <A’/AN = JIDAN +
JA’AN = 90°. Astfel, AN L A'E. Folosind (2) obti-
nem AN 1 (AEM), de unde AN L A’M. Aceasta, impreund cu (1), duce la A’M L (AB'N)
2p




