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CLASA a VII-a — solutii

Problema 1. Determinati numerele naturale de patru cifre abed pentru care numirul
Vab—4+ Ved este patratul unui numar prim p, iar ed — ab = p + 2.

Gazeta Matematica

Solutie. Deoarece p* = \/ab — 4 + Ved < 10+ 10 = 20, numarul p poate fi 2 sau 3...... 3p

Daci p = 2, atunci cd = ab+4 si Vab—4++/ab+4 = 4, (1). Ecuatia (1) are solutia ab = 5,

care este si unica (alte numere sunt fie prea mari, fie prea mici), valoare care nu convine ... 2p

Daci p = 3, atunci cd = ab + 5 si Vab—4+Vab+5 =9, (2). Ecuatia (2) are solutia

ab = 20, care este si unica (acelasi argument ca mai sus) si obtinem abed =2025........... 2p

Alta solutie. Deoarece ab — 4 si cd sunt numere naturale si \/ab — 4 + Ved € N, rezultd ci

existd k,n € N*, astfel incat ab—4=k>sicd=n? decik+n=p> (1).cceeeeiiiiiiiiii.. 2p
Cum cd—ab = p+2, scizand primele doud egalititi obtinem p+6 = n? —k? = (n—k)(n+k).
Folosind (1) deducem ci p+ 6 = (n — k) - p?, prin urmare p | (p + 6), deci peE{2,3}........ 1p

Daca p = 2, obtinem k+n =4sin—k =2, deci k=1 si n =3, asadar ab =5, falsi.... 2p
Daca p = 3, obtinem k+n =9sin —k =1, deci k =4 si n =5, asadar ab = 20 si cd = 25,
care verifica ipoteza. Prin urmare, numarul cautat este 2025 ............. ... ... 2p

Problema 2. Determinati multimea numerelor rationale r pentru care exista numerele

b
naturale nenule a si b astfel incat % —Va-b=r.

(va - Vi)

Solutie. Pentru r € Q si a,b € N* ca in enunt, r = BT >0,decir>0.......... 2p
L o . . . a+b—2n m
De asemenea, ab trebuie sa fie patratul unui numér natural n. Rezulta r = — s =3

. . . m
unde m este numar intreg, deci r este un numar de forma 5 cum eN. 2p
Reciproc, pentru a = b = 1 obtinem r = 0, iar pentru a = m si b = 4m, cu m € N*, obtinem
om m . . o . m
r=—-—2m=,cum € N*. Astfel, multimea ceruta contine toate numerele de forma 5
CU M € N 2p
Multimea ceruta este {— ’ m € N} .................................................... 1p

Problema 3. Consideram patratele ABC'D si BEFG, astfel incat B se afla pe segmentul
(AE) si G se afla pe segmentul (BC). Fie H intersectia dreptelor DF si EG. Perpendiculara
in H pe DF taie dreptele AE si BC' in punctele I, respectiv J. Aratati ca patrulaterul DIFJ
este patrat.

Solutie. <GBF = {DBC = 45°, deci triunghiul DBF este dreptunghic in B. Cum EG
este mediatoarea catetei BF a triunghiului BDF, reiese ca H este mijlocul ipotenuzei DF . 2p
Fie K proiectia lui H pe AE. Deoarece H este mijlocul lui DF si HK || AD, rezulta ca HK
este linie mijlocie in trapezul dreptunghic AEF D, prin urmare K este mijlocul segmentului AFE.
Rezulta ca AHAE este isoscel, deci SHAE = <HFEA =45° adica H e AC ............... 2p



Fie L proiectia lui H pe AD. Atunci AHAK =
AHAL (I.U.), deci HK = HL. Apoi <KHI +
IIHL =90° = <DHL + <IHL implica <KHI =
JLHD, de unde AHKI = AHLD (C.U.), deci

Avem si AHAB = AHAD (L.U.L.), deci HB =
HD = HI. Reiese ca punctul K este mijlocul seg-
mentului BI, K H este linie mijlocie in AIBJ, iar H
este mijlocul segmentului 7.J. Astfel diagonalele pa-
trulaterului DIF'J sunt egale, se taie in parti egale si

sunt perpendiculare, deci DIF'J este patrat .. ... 1p
Alta solutie. Ca mai sus, H este mijlocul lui DF .............. . .. ... 2p
Dreapta IJ este mediatoarea segmentului DF', deci DI = IF........................... 1p

JIHF = <IEF = 90°, deci patrulaterul I EF H este inscriptibil, asadar </FH = <IFH =
45°. Cum triunghiul IF'D este isoscel, obtinem SIFD = JIDF = 45° si A DIF =90°..... 2p

Pentru a ardta ca DIFJ este patrat, ramane sa dovedim ca segmentele DF si I.J au acelasi
mijloc. Fie K proiectia lui H pe AE. Din XAID + < EIF = 90° obtinem <AID = SEFI,
deci AAID = AEFI (1.U.), asadar Al = EF = BE. Astfel, K este mijlocul segmentului IB.
Cum HK || BJ, deducem ca HK este linie mijlocie in triunghiul BIJ, deci H este si mijlocul
segmentUlul J ... e 2p

Problema 4. Consideram un triunghi ascutitunghic ABC, cu AB < AC si punctele D,
I, J, K, astfel incat D este mijlocul laturii BC, iar I, J, K sunt picioarele inaltimilor din A,
B, respectiv C' ale acestuia. Perpendiculara in A pe dreapta AD intersecteaza dreptele BJ si
CK in punctele IV, respectiv @), iar paralela prin A la BC intersecteaza dreptele I.J si IK in
punctele M, respectiv P. Demonstrati ca patrulaterul M N P() este paralelogram.

Solutie. Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Pa-
trulaterele BIHK si CIHJ sunt inscriptibile, deci
SHIK = <HBK =90° — «BAC = <«JCH = <HIJ,
asadar I A este bisectoarea unghiului JIK. Cum IA L
BC si MP || BC, reiese IA 1 MP. Deducem ca IA
este bisectoare si inaltime in AIM P, deci acesta este
isoscel si A este mijlocul segmentului MP.......... 3p

Fie S simetricul lui A fata de punctul D. Deoarece
D este si mijlocul segmentului BC, rezulta ca ABSC
este paralelogram. Reiese BS || AC si, cum BJ L
AC, deducem ca BJ 1L BS. Din <SBN = <SAN =
90° rezulta ca patrulaterul SBAN este inscriptibil, prin
urmare <NSA = SABN = 90° — < A. Analog rezulta
IQSA = JACQ = 90° — <A, deci <QSA = <NSA. Astfel, in triunghiul SNQ, inaltimea SA
este si bisectoare, prin urmare A este mijlocul laturii NQ ............. ... ... ... ... 3p

Diagonalele patrulaterului M N PQ se injumatatesc, asadar M N P() este paralelogram..1p

Alternativa la partea a doua (3p). Fie E proiectia lui D pe AC. Avem <DEA = YAJN =
NA AJ AJ

°si 4DAE =90° — < NAJ = <AN i ADAE ~ NANJ. It — = — =2—;
90° si < jl(‘)K INAJ = 4<ANJ, deci AJJ Rezulta 1D~ DE B

QA _ . . AJ  AK B
analog, D= QC’K‘ Din AABJ ~ ANACK (U.U.) rezulta 57 = CK’ de unde AQ = AN.



