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CLASA a VI-a - solutii

5a 4+ 6b+ Tc+ 6
4a+3b+2c+3

Problema 1. Fie numerele naturale a, b, ¢ pentru care numerele m =

) a+2b+3c+5 )
sin= sunt simultan numere naturale.
’ 3a+b+2c+5

a) Aratati ca m > 2.
b) Determinati numerele m si n.

Solutie. a) Dacam < 1, atunci ba+6b+7c¢+6 < 4a+3b+2c¢+3, adica a+3b+5c+3 < 0,

ceea ce nu se poate. Deci m = 2. ..o 2p
b) Nu putem avea n > 2, deoarece ar rezulta a + 2b+ 3¢+ 5 > 6a + 2b+ 4c+ 10, deci
0>=5a+c+5, fals. Cumn >0,obtinemn=1 ...... ... ... ... ... 1p
Din n =1 obtinem a+20+3c+5=3a+b+2c+5,decib+c=2a. ........... 1p

Daca, prin absurd, m > 3, ar rezulta ba + 6b 4+ 7c + 6 > 12a + 9b + 6¢ + 9, de unde
¢ = 7a + 3b+ 3. Adunand b in ambii membri, obtinem b + ¢ > 7a + 4b + 3, adica
2a > Ta + 4b+ 3, deci 0 > 5a + 4b + 3, fals. Asadar, m < 3, de unde, avand in vedere
punctul a); obtinem m =2 .. ... 2p

Din m = 2 rezulta 5a + 6b+ 7c+ 6 = 8a + 6b + 4c + 6, adica ¢ = a si cum b+ ¢ = 2a,
deducem a = b = c¢. Asadar, m = 2 si n = 1, valori care se obtin pentrua=b=c. ..1p

Problema 2. Aflati numerele naturale nenule a si b pentru care

a 48 - (a,b) g b :a_312-(a,b)
O ) (@, 5]

Am notat cu (a,b) cel mai mare divizor comun al numerelor a si b, iar cu [a, b] cel mai
mic multiplu comun al numerelor a si b.
Gazeta Matematica

Solutie. Observam ca a > ( ab) > b 1p
a?
Notam cu d = (a,b). Atunci a = dz,b = dy, [a,b] = dxy cu (z,y) = 1,2 > y. Obtinem
48 | 312
r=dy+ —siy=der——, (1).
xy Ty
Asadar, zy |48 si 2y [312 = xy | (48,312) =24 ... oo 2p

Continuarea 1.
Tot din (1) rezulta xy(z — dy) = 48 si zy(dx —y) = 312 =
2(13 = 2d) = y(13d —2) = 13— 2d > 0. oveeeee e e 1p
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Avem de analizat cazurile: I. d =1 = 11z = 11y = a = b, fals, deoarece a > b.
II.d=2= 3z =8y. Cum (z,y) = 1, obtinem x =8,y =3, decia=16,b=6........ 1p
III. d=3= Tz =37y = x =37,y = 7, fals, deoarece zy |24.

IV.d=4= 2 =10y = x = 10,y = 1, fals, deoarece xy | 24.
V.d=5=z=2ly =z =21,y =1, fals, deoarece xy | 24.
VI.Ld=6= 2 ="T6y = x =76,y =1, fals, deoarece xy |24. ......................... 2p

Continuarea 2.
Din zy | 24 rezulta ca zy € {1,2,3,4,6,8,12,24}, de unde rezulta (si se analizeaza)
cazurile (z,y) € {(2,1),(3,1),(4,1),(6,1),(3,2),(8,1),(12,1), (4, 3), (24,1),(8,3)}.

Obtinem x = 8,y = 3, care implica d = 2 si solutia unica a =16, b=6 .......... 4p

Problema 3. Fie ABC un triunghi isoscel cu <BAC = 30° si AB = AC'. Consideram
punctul D pe latura AC' si punctele distincte F, F,G pe latura AB astfel incat BC' =
BD = DE = EF, iar DG = DF.

a) Aratati ca BF = GE.

b) Aflati masura unghiului BCG.

Solutie.
a) ADFG isoscel = <DFG = <DGF = <DFB=<9DGE (1) .................. 1p
ABDE isoscel = S DBF = IDEG (2) ..oooiiiiii i 1p

Din (1),(2) si BD = DE, obtinem ABDF = AEDG (L.UU.) = BF =GE ...2p

b) AABC isoscel = YABC = <ACB = 5 5 = THO . 1p

BF =GE = BG=FE=BC=ABCG isoscel .............................. 1p
180° — «xCBG  105°

Deci 4BCG = ¥BGC — ;I = =B 1p

Problema 4. Determinati numerele naturale n > 2 cu proprietatea ca n este divizibil
cu fiecare dintre numerele

di, dy+dy, ... dy+dy+ .. +dyy,

unde 1 =dy < dy < ... <dk_1 <di =n sunt toti divizorii naturali ai lui n.

Solutie. Numerele prime au proprietatea din enunt, deoarece, daca n este numar prim,
divizorii sai sunt 1 = d; < dy = n, iar n este divizibilcudy ....................... ... 1p

Fie n un numar compus, avand k > 3 divizori, cu proprietatea din enunt.
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Presupunand ca n este numar impar, toti cei k divizori ai sai sunt numere impare.
Din ipoteza, n este divizibil cu d; + ds, care este numar par, deci n ar trebui sa fie tot

numar par, contradictie. Asadar, n este numar par. ......... ... . oo 2p
Atunci d; = 1, dy = 2, deci n este divizibil si cu dy + dy = 3, deci d3 = 3. In plus,
deducem ca 6 | m ... o 1p

. .. . o n . .
Deoarece, pentru orice divizor d al lui n, numarul 7 este de asemenea un divizor al

nn .n

lui n, deducem ca 63 si 5 Se afla printre cei k divizori ai luin. ........... ... ... 1p
Cum n este divizibil cu di +do + ... + dp_1, rezulta can > dy +do + ... + dp_1 >

n n n

—+-+-=n

6 3 2

Deducem ca singurii divizori ai lui n, mai mici decat n, sunt 53 si > deci i dy =1,
n . n . . o . .

3 = dy = 2 si 5= ds = 3, deci n = 6 este singurul numar compus cu proprietatea din
CNUNL 2p



