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CLASA a XII-a — solutii

Problema 1. Fie (G,-) un grup, cu elementul neutru e, iar A o submultime nevida a sa.
Notam cu AA = {zy|x,y € A}.
a) Aratati ca daca G este finit, atunci AA = A daca si numai daca e € A si |[AA| = |A|.
b) Dati un exemplu de grup G si o submultime A C G, cu AA # A, |AA| = |A] si AA < G.
(Notatia H < G inseamna ca H este un subgrup propriu al grupului G, adica un subgrup al lui
G diferit de grupul G.)

Gazeta Matematica

Solutie.
a) Daca AA = A, atunci |AA| = |A|. Pentru orice z € A avem ca |z4] = |A] < oo si
2A C AA = A, astfel cad xA = A. Dar atunci z € zA4, astfel cie=2"'-z €27 24 = A.
............................................................................................ 2p
Reciproc, dacd e € A si |[AA| = |A|, avem ca A =e- A C AA si cum |A]| = |AA| < oo, rezulta
CA A A = A 2p

b) Fie G = Uy = {1,i,—1,—i} grupul radacinilor de ordinul 4 ale unitatii. Considerand
A = {i,—i}, avem ca AA = {i%,i - (—i), (=)} = {1,-1} = Uy < Uy, |AA| = 2 = |A| s
AA# A (mai mult, AAN A =(). oo 3p.

Problema 2. Fie (G,-) un grup, iar H < G un subgrup propriu al lui G. Daca exista
morfisme f,g,h : G — G ale grupului G, cu proprietatea ca f(xy) = g(x)h(y) pentru orice
x,y € G\ H, aratati ca:

a) g = h;
b) dacd G este neabelian, iar H = Z(G), atunci f = g = h.
(Multimea Z(G) = {c € G| cx = xc, Vo € G} se numeste centrul grupului G.)

Solutie.

a) Notand cu e elementul neutru al grupului G, pentru orice z € G\ H avem ca x~ ' € G\ H,
astfel ca

e=fle)=flz-a7") =g(x) h(z™") = g(x) - h(z)”",
de unde rezulta ca g(x) = h(z) pentruorice x € G\ H. ..., 2p
Pentru orice a € H, alegand un = € G\ H avem c& ax,z~' € G\ H, astfel ca:
g(a) = glaz - 27") = g(az) - g(a™") = h(az) - h(z™") = h(az - 27") = h(a).

Rezulta deci ca g = M. oo 2p
b) Fie G neabelian si H = Z(G). Tinand cont de punctul anterior avem ca g = h, astfel ca
relatia din enunt devine

f(zy) = g(x)g(y) = g(xy)  pentru orice z,y € G\ Z(G).



Pentru orice a € Z(G) si x € G\ Z(G), avem ax, v~ € G\ Z(G), astfel ci:

fla) = flaz-27") = glaz - 27") = g(a).

Fie z € G\ Z(G). Atunci exista y € G\ Z(G) cu proprietatea ca zy # yx. Daca zy € Z(Q)
atunci am avea
vy =y(ey)y~" = yx # zy,

ceea ce reprezintd o contradictie. Prin urmare, zy € G'\ Z(G), si, cum y~! € G\ Z(G), avem:

f@)=fly -y ") =gy -y ") =g).

Rezulta ca f=ggideci f=g= .. oo 2p

Problema 3. a) Fie a,b € R doua numere reale, cu a < b, iar f : [a,b] — R o functie strict
b

monotona cu proprietatea ca / f(x)dx = 0. Aratati ca f(a) - f(b) < 0.

a
b) Determinati sirurile convergente (a,),>1 de numere reale, pentru care exista o functie strict
monotona f : R — R cu proprietatea ca

Qn An+41
/ f(z)dx = / f(z)dx, pentruorice n € N, n > 2.
An—1 an

Solutie.
a) Daca f([a,b]) C [0,00) sau f([a,b]) C (—o0,0], atunci m = ‘f (%b)‘ > 0, iar pe unul dintre
intervalele (a, ‘%b) sau (aT*'b, b) are loc inegalitatea |f(z)| > m pentru orice  din acel interval.
Atunci
b b atb b b—a
0=|[ t@ae| = [s@lde= [T lf@ldot [ 1r@ldezm 250 >0,
a a a 5
ceea ce este imposibil. Rezultd ca f(a)- f(b) <O0....... ... i 1p

b) Vom ardta ca singurele siruri de numere reale (a,),>1 care verificd conditia din enunt sunt

sirurile constante si sirurile care iau exact doua valori reale distincte si care devin stationare

incepand cu un anumit rang.

In mod evident, daca (an)n>1 este un gir constant, cu a, = a, a € R, atunci sirul este convergent,
Ak+1

cu lim a, =asi f(z)dx = 0 pentru orice k > 1 si orice functie f : R — R.
n—oo
ak
Daca {an|n > 1} = {a, b} si existd ng € N* cu a,, = a pentru orice n > ng, atunci (a,),>1 este
convergent, cu lim a, = a, §i exista functia f : R — R definita prin f(z) = 22 — a — b, care
n—oo
Ak+1

este strict monotona gi verifica egalitatile f(z) dz = 0 pentru orice k > 1.



Fie (ap)p>1 un sir convergent de numere reale pentru care exista o functie strict monotona
f R — R cu proprietatea ca

/:Qf(x)da::/ajgf(x)dx:...:/ajnﬂf(x)dx:_”.

Fie I = / f(z)dx pentru orice k > 1 si a = li_>m ay. Pentru un r > 0 fixat existd atunci un
n oo

Ak+1

ak
rang n, > 1, astfel incat a,, € (a — r,a + r) pentru orice n > n,. Cum f este strict monotona,
dacd M = max(|f(a —r)|,|f(a+71)|), atunci | f(z)| < M pentru orice € (a —r,a+ ). Pentru
orice p € N* avem:

p Qp otk Anptp
p.m:yp.[\:Z/ f(x)da;:/ f(z)dz| <

k=1"Y%pr+k—1 an,

Any+p a+r

< / |f(z)| dz </ |f(@)|dx < 2r - M.
Anp a—r
. o 2Mr ) 5
Rezulta ca 0 < |I] < ,oricarear fipe N* astfelca I =0.............. ... ... 2p

Aratam ca card({an|n € N*}) < 2. Presupunand contrariul, ar exista i, j,k € N*, cui < j < k
astfel incat a; # a; # ap, # a;. Avem ca

/(_ljf(:c)dx:jz_i/amf(x)dx:(j_i).[:()
i =i Y

ag ak
si, de asemenea, / f(z)dx = (k —j)-I =0, respectiv / fle)de=0................... 1p
aj a;

Functia f fiind strict monotona, rezulta atunci ca
fla;) - faj) <0, f(a;) - flax) <0si f(a;)- f(ar) < 0. Dar atunci

ceea € este abSUId. . .. ... . 1p
Contradictia obtinuta arata cd presupunerea facuta este falsa, astfel ca card({a,|n € N*}) < 2.
Convergenta sirului (ay),>1 implicd in plus, in cazul in care sirul nu este constant, ca el este
stationar incepand cu un anumMit TaANG. .. ... e 1p

Problema 4. Fie f :[0,1] — R o functie continua. Definim functia f: [0,1] — R prin

1. [f@t)dt , dacd z >0,
0
f(0) , daca z = 0.



Ardtati cd:
a) functia f este continua in 0 si derivabila pe (0, 1];
b) are loc egalitatea

/01 fP(a)de = </01 f(@) dx>2 + /01 (f(a:) - f(x))Q da.
Solutie.

a) Functia f fiind continua pe [0, 1], rezultd ca functia F': [0, 1] — R definita prin
F(x) = / f(t) dt este derivabild pe [0,1], cu F' = f. Rezultd atunci ci functia f este derivabili

e (0,1], ca produs de functii derivabile.

astfel ca, aplicand regula lui I’'Hospital, avem:

Fx) . F(x) ;
lim () = lim —— = lim —7= = lim f(z) = f(0) = f(0),
i rezulta ca f este continuad In 0. . ... 1p

b) Fie I = / f(x)dz. Atunci f(1) = I. Tinand cont de a), functia G : [0,1] — R definiti
0

2 .
prin G(z) =z - (f(x) - I) este continua in 0 si derivabild pe (0,1]. In plus avem
GO) = 0 = GL), e e 1p

respectiv

@) = (F@) ~ 1) +20- (Fa) 1) - o) =

) —
= (f)-1)- <f(:v) I+ <<—;2> -/Oxf(t)dtJr;-f(x))) _
(

= (F@) = 1) - (2 () = f@) ~ 1) = 2f (@) - (F(@) = I) + I = () =

N
= 1% - 2If(x) + f*(zx) — (f(a;) — f(a;)) , pentru orice z € (0, 1].
............................................................................................ 2p
Deoarece exista ill)% G'(xz) = (I — f(0))? € R, rezulta ca G este derivabila in 0,
cu G'(0) = (I — £(0))?, si G’ este continua pe [0, 1]. Obtinem atunci:
1 1 2 1 . 2
| p@da- ([ s@a) - [ (10 fw)" o=
1 N
= [ (P + 2 -211@) - (10) - f@)) o=
1
_ / G (x)dz = G(1) — G(0) = 0,
0
ceea ce demonstreaza relagia Ceruba. .. ... ..ot e 2p



