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CLASA a XI-a — solutii

an

1++1+a,

Problema 1. Fie sirul (ap)p>1 cu a; = 1 §i apy1 = , pentru orice n € N*,

n—00 Qp41 n—oo

n
Aritati cd lim = lim ) "logy(1+ a;) = 2.
k=1

Gazeta Matematica

Solutie. Avem a, > 0, Vn € N* (inductie) §i apt1 < an, ¥n € N*. Rezultd ca sirul
(an)n>1 este convergent, cu limita ¢ € [0,1). Trecand la limita in relatia de recurenta, obtinem
g =

————————— deunde £ = 0. ..o 1
1 +v1+10 p

Rezulti lim —" = lim (T V14 an) = 2 1p
n—00 Ap41 n—o00
Din relatia de recurenta rezulta 1+ ant1 =+v14an, VR e N oo 2p
1
Atunci logy(1 + apy1) = ilogz(l + ap), Vn € N*. Cum logy(1 + a1) = logy,2 = 1, obtinem
1
logs(1 + ay) = T Vn € N* (progresie geometrica cu primul termen 1 si ratia 1/2) ...... 1p
n n
- . 1
Atunci nh—{go kg_l logy(1 + ax) = nh_)ngo g_l o1 = 2 2p

Problema 2. Fie n € N, n > 3. Spunem c& o matrice A € M, (C) are proprietatea (P)
daca det(A + X;;) = det(A + Xj;), oricare ar fi 4,5 € {1,2,...,n}, unde X;; € M, (C) este
matricea care are 1 pe pozitia (7, 7) si 0 in rest.

a) Aratati ca daca A € M,,(C) are proprietatea (P) si det(A) # 0, atunci A = AT,

b) Dati un exemplu de matrice A € M,,(C) care are proprietatea (P), dar A # AT.

Solutie.

a) Fiei,j € {1,2,...,n}. Prin dezvoltare dupa linia i, obtinem det(A + X;;) = det(A) + d;;,

unde J;; este complementul algebric al elementului de pe pozitia (7, 7) al matricei A........ 1p
Cum A are proprietatea (P), rezulta d;; = 05, Vi,j € {1,2,...,n}, deci A* (adjuncta lui A)
este Matrice SIMETICA . .. ... e 1p
Notam d = det(A) # 0. Avem AA* = dI,, = (dI,)T = (A*A)T = AT(A"T = ATA* ... ... 2p
Cum ddet(A*) = det(AA*) = det(dI,) = d", iar d # 0, rezulta ca matricea A* este inversabila.
Atunci, din relatia AA* = ATA* rezulta A= AT . . 1p

b) Consideram A € M, (C), matricea care are 1 pe pozitiile (1,1) si (1,2) si 0 in rest.
Cum n > 3, matricea A + X;; are cel putin o linie nula, deci det(A4 + X;;) = 0, oricare ar fi
i,7 € {1,2,...,n}. Rezulta c& A are proprietatea (P), dar A# AT . ........................ 2p



Problema 3. Fie f:[0.00) — [0,00) o functie continua si bijectiva, astfel ca

fH(f(@)/=)

lim =1
T—00 x
-1
a) Aratati ca lim M =o00 g lim / 1(a:c) = 1, pentru oricare a > 0.
00 T z—oo [~ (x)
b) Dati un exemplu de functie f care satisface conditiile din enunt.

Solutie.
a) Avem f(0) = 0 (reducere la absurd). Atunci, pe baza ipotezei, deducem ca f este strict
crescatoare, cu li_>m f(x) = oo, iar f71:]0,00) — [0,00) este strict crescitoare, cu f~1(0) =0
X oo

SN T () = 00 1p
T—r00 1
- 1
Limita din ipoteza asigura existenta unui numar v > 0 astfel incat M > > Vo > u.
x
Rezulta f(@) > f <§) , Vo >wu. Cum lim f (f) = 00, obtinem lim M =00 .. 2p
€ 2 T—00 2 T—00 I

Fie a > 0, arbitrat, fixat.
Cazul a = 1 este clar.

1
Cazul a € (0,1). Exista t > 0 astfel ca f~(z) > =, V& > t. Rezulti
a

P> a0 = 1 e @) > 5 (L) v
Obtinem
f (f(ffl(lﬂgl))/fl(w)) _ J;ll((czc)) <1 Vo>t
Pe baza ipotezei si conditiei lim_ f~Y(x) = oo, obtinem

b TG @@ =i T W))

T—00 ffl (I) Yy—oo Yy

_ L oo [T a)
Atunci, conform criteriului cleste, rezulta lim =T~ =
z—oo f=1(x)

Cazul a € (1,00). Atunci b= 1/a € (0,1). Conform cazului anterior, avem

= () = m (D) -

-1
Rezulta lim " (az) =
T—00 f_l(x)

=1.

b) Exemplu. Functia bijectiva f : [0,00) — [0,00), f(x) =¢€* — 1, x € [0,00), cu inversa
f7L:]0,00) = [0,00), f~1(x) =In(z + 1) satisface conditiile din enunt..................... 2p



Problema 4. Determinati toate tripletele de matrice A, B,C € M2 (R) astfel incat

A=BC-CB
B=CA-AC
C=AB—-BA
Solutia 1. Daca una dintre matricele A, B, C este nula, atunci A=B=C=0y........ 1p
Presupunem cé exista matricele A, B,C € M3(R) \ {O2} care satisfac ecuatiile din enunt,.
Din tr(BC — CB) = 0 rezulta tr(A) = 0. Similar, tr(B) =tr(C) =0 ..o, 1p
Din ecuatia A? — tr(A)A + det(A)Iy = O, rezultd A2 = aly, unde a = — det(A).
Similar, B2 = bl 5i C?> =cly, cu b= —det(B) sic=—det(C).........ccoviiiiiieiin... 1p

Inmultind ecuatia A = BC — CB cu B la stanga si respectiv la dreapta, obtinem relatiile
BA = B?C -BCB=bC—-BCBsi AB=BCB—-CB?=BCB —bC. Atunci AB+ BA = Oy,

iar din ecuatia C = AB — BA, rezulta C' = 2AB. Similar, A=2BC i B=2CA........... 1p
Atunci A = —20B = —20(2CA) = —4C?A = —4cA. Similar, B = —4aB si C = —4bC . .... 1p
Cum matricele A, B gi C' sunt presupuse nenule, obtinem a = b = ¢ = —1/4, deci avem
det(A) = det(B) = det(C) = 1/4. Rezulta ca matricele A si B sunt de forma A = < :zU —yx )
si B = < z —ts >, cu z,y,2,8,t,u € R, astfel incat 2?2 + yz = —1/4 si s> +tu = —1/4.
Din relatia AB + BA = O3 rezulta 2xs = —(yu + zt). Obtinem:
2.2 2 2 2 1 2 1
4x°s* = (yu + 2t)* = (yu — 2t)* + dyztu > 4(yz)(tu) =4 | * + 1) s + 1)
2.2 2 1 2 1 C s

Dar z°s* < ( z° + AG + 1) Vz,s € R. Contradictie.
Prin urmare, solutia unica a sistemului din enunt este A= B=C=09.................... 2p

Solutia 2. Fie trei matrice A, B,C' € M3(R) care satisfac sistemul de ecuatii din enunt,

Din tr(BC — CB) = 0 rezulta tr(A) = 0. Similar, tr(B) =tr(C) =0.................... ... 1p

Atunci A= [ “0 ®2 , B= b b , C= “a @ ,cuag, b, €R i=1,2,3.
az —a b —bi g —C

............................................................................................ 1p

Obtinem BC — CB = < 2b203 —bzca  2(bicg — baca) >

(b301 — blcg) —(bQCg — 5302)
Deci ag = 2(bica — bacy), de unde a2 = 2ag(bicz — bacy) = 2asbica — 2asbocy. Similar, obtinem:
b% = 2bycias — 2bacoa si C% = 2c9a1by — 2c9a9b1. Rezulta a% + b% + C% = 0. Cum as, by, co € R,

obtinem: G = Bo = €9 = 0\ttt 2p
Analog aratam as = by = c3 = 0. Atunci a1 = bacg — bgce = 0. Similar, by = ¢; = 0.
Prin urmare, solutia unica a sistemului din enunt este A= B=C=09.................... 2p



