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CLASA a X-a — solutii
Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

log; (6% + 1) = logg(7* — 1).

Gazeta Matematica
Solutia 1. Notand log, (6" +1) = logg(7* —1) = y, obtinem sistemul 6*+1 = 7Y i 7% —1 = 6.

Prin adunare deducem ca 6% 4+ 7% = 6Y + 7¥. Din injectivitatea functiei f : R — R, f(z) =
6 + 7% (care este strict crescatoare, ca suma de doua functii strict crescatoare), obtinem ca
o e et e e e 2p

6\" 1\*
Determinarea lui x se reduce la rezolvarea ecuatiei 6* + 1 = 7%, sau <7> + (7> = 1.

x 1 x
Consideram functia g : R — R, g(z) = <g> + <7> ; relatia precedentd se scrie sub forma

g(z) = g(1). Tinand cont de injectivitatea functiei g (care este strict descrescatoare, ca suma de
doua functii strict descrescatoare), conchidem ca z = 1, valoare care verifica ecuatia din enunt.

....................................................................................... 3p
Solutia 2. Consideram functia f : R — (0,00), f(x) = log; (6" + 1). Se arata ca functia f
este inversabild, cu inversa f=1: (0,00) = R, f71(z) =1logg(7® —1). «oviiiiiiiiiiiinnna... 2p
Ecuatia data devine f(x) = f~!(z), iar aceasta este echivalents cu f(z) = z, unde = €
(0, 00) . ettt 2p
6" 1\*
Determinarea lui « se reduce la rezolvarea ecuatiei 6 + 1 = 7%, sau (7> + (7> = 1.
6\" 1\*
Consideram functia g : (0,00) — R, g(z) = (7) + <7> ; relatia precedenta se scrie sub forma

g(z) = g(1). Tinand cont de injectivitatea functiei g (care este strict descrescatoare, ca suma
de doua functii strict descrescatoare), conchidem ca = 1 este unica solutie solutie a ecuatiei
AiN ENUNE. o e 3p

Problema 2. Aflati numerele reale x pentru care
3% 4 3ll 4 3leh — ¢4,

([x] si {«} reprezinta partea intreaga, respectiv partea fractionara ale numarului real x.)

Solutie. Nu existd numere = € [1,00) cu proprietatea din enunt: daca z > 1, atunci [z] > 1
si, cum {z} € [0,1), obtinem 4 = 3% + 3% 4312} > 3431 ="7 fals. .................... 1p



Nu exista nici numere & € (—oo, —1) cu proprietatea din enunt: daca x < —1, atunci [z] < —2

4
si, cum {z} € [0,1), obtinem 4 = 3% + 3l 4 3{#} < 3-1 4 372 4 31 = 35, fals. ............. 2p
Daca = € [0,1), atunci [x] = 0, {x} = =z, deci egalitatea data devine 3* + 1+ 3* = 4 &
2-3% = 3. Obtinem solutia x; = 1 — logs 2, care apartine intervalului [0,1). ............... 2p

1
Daca z € [-1,0), atunci [z] = —1, {z} = x + 1, deci egalitatea data devine 3% + 3 + 37+l =

11
4<4-3" = 3 Obtinem solutia z2 = logs 13- care apartine intervalului [—1,0).

In concluzie, exista doua numere reale, x1 si xa, care au proprietatea din enunt. ....... 2p
Problema 3. Determinati functiile f : C — C cu proprietatea ca
lwf(z) + 2f (w)| = 2|zw]

pentru orice z,w € C.

Solutie. Daca f este o functie cu proprietatea din enunt, ludnd z = 1 gi w = 0 in relatia
data, deducem ca f(0) = 0. Pentru w = z € C* obtinem ca |f(z)| = |z|; cum aceasta egalitate
se verifica gi pentru z = 0, rezulta ca |f(z)| = |z| pentruorice z € C. ...................... 2p

Atunci |f(1)] = 1 si, pentru w = 1 in ecuatia functionala, obtinem

PENtru OTiCe 2 € €. oo 2p
Rezulta ca avem egalitate in inegalitatea triunghiului. Prin urmare, pentru fiecare z € C,
exista t, € R, t, > 0 (t, depinde de z), astfel incat f(z) = ¢, - f(1)z. Trecand la modul si
simplificand, deducem ca |f(z)| =t,-1-|z| & 1 =1, oricare ar fi z € C*.
In concluzie, f (z) = cz, pentru orice z € C, unde ¢ = f (1) este un numar complex de modul

L e 2p
Se verifica imediat faptul ca orice functie de forma f(z) = cz, unde ¢ € C, |c| = 1, este
solutie a ecuatiei functionale din enunt. ........ ... . . . 1p

Problema 4. Fie ABCDEF un hexagon convex cu JA=/C=/FEsi /B=/D=/F.
a) Demonstrati ca exista un unic punct in plan care este egal departat de laturile AB,CD
si EF ale hexagonului.

b) Daca notam cu P punctul de la a), iar G; # G4 sunt centrele de greutate ale triunghiurilor
ACE respectiv BDF, aratati cd £G1 PG = 60°.

Solutie.
a) Daca notam LA = LC = LF = a si B = 4D = AF = (3, atunci suma masurilor
unghiurilor hexagonului ABCDFEF este 3a + 38 = 720°, agsadar a + § = 240°.

Deoarece L B+ AC = a+ 8 = 240°, dreptele AB si C'D se vor intersecta intr-un punct situat
in exteriorul hexagonului. Analog pentru dreptele CD si EF, respectiv EF i AB.

Notam {X} = ABNCD,{Y} = CDNEF, {Z} = EF N AB. Centrul cercului inscris in
triunghiul XY Z este unicul punct egal departat de laturile AB,CD si EF ale hexagonului.



b) Triunghiul XY Z are toate unghiurile de 60°, deci este echilateral, iar P este centrul sau.
In planul complex, consideram un reper cu originea in P si notam cu litera mica afixul unui
punct notat, corespunzator, cu litera mare. Din asemanarea ABCX ~ ADEY ~ AFAZ (u.u.),
deducem ca exista k € R, k > 0 astfel incat
c—x e—y a—2z

b—x d—y f—=z ©

undeezcosgiising.
Obtinemcac—ax=(b—a)k-¢, e—y=(d—y)k-€, a—z=(f —2)k-e.

Deoarece p = = 0, prin adunare, deducem c+e+a = (b+d+f)-k-e & g1 = g2-k-e.
Din ipoteza ca G1 # G4 rezulta ca g; si go nu pot fi 0, deci G1, G2, P sunt puncte distincte
doua cate doua.

Asadar N=P_ . €, adicd £G1PGo = 60°. ..o 2p
g2 —p



