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CLASA A VII-A - barem de corectare

Problema 1. Fie p un numar natural prim. Determinati numarul perechilor
(x,y) de numere naturale care verifica egalitatea /a2 + p* = y.

Solutie. Relatia din enunt se mai scrie p* = 32 — 22 = (y —2)(y +z) ..... 1p
pt—1 pt41
deci avem cazurile y — 2 = 1 si y + 2 = p?, de unde (z;y) = 5 g
PENEIT P > 2. oo 2p
P’ —p p’+p
y—x=psiy+z=p3 deunde (z;y) = ( 5 5 ), pentru oricare p prim.
2p

y—z=p>siy+ax=0p% deunde (z;y) = (O;pZ), pentru oricare p prim. ....1p
Deci, pentru p numar prim impar, avem cate trei solutii iar pentru p = 2, avem
doua SOIUGIE. ..ottt 1p

Problema 2. Fie multimile

1
AZ{(w;y) | 0<x§y<1;w+y21;wy§4},
1
B = {(x;y) |0<z<y<lijz4+y< 1;xy24}.
a) Sa se arate ca multimea A are cel putin 2011 elemente.
b) Sa se determine multimea B.
1 1
Solutie. a) x = i—i—a,yz §+b§ix+y2 1 implicaa+b>0. (1) ...... 1p
1 1 b 1 b

Deoarece xy < T rezulta ca 1 + % + 3 +ab < T de unde & + + ab < 0 i,
tinand cont de (1), rezultd c& ab < 0. ....ooiiiii i 1p
Consideram a < 0,6 > 0 si luam a = —¢, cu ¢ > 0. Cum a+ b > 0, atunci b > ¢

i al > e 2
§1aegemc_2b_|_1 1 P
b) Deoarece /zy < * ;_ Y < SRR RS L L L P L R TP E YL PE PR EPERPRERYY 1p
1 1
atunci zy < 1 si cum zy > DT 1p
1

deducem ca are loc egalitatea in inegalitatea mediilor. Deci z =y = CUREREE 1p

Problema 3. a) Fie ABCD un trapez cu AB || CD in care {O} = ACNBD
si {Q} = AD N BC. Demonstrati ca dreapta OQ contine mijloacele bazelor
trapezului.



b) Se considera triunghiul dreptunghic ABC cu m(<BAC) = 90° si AB <
AC. Punctele M si N sunt situate pe laturile [AB] si respectiv [AC| astfel incat
AM - AB = AN - AC. Paralela prin punctul M la dreapta BC intersecteaza [AC)|
in punctul P. Daca {O} = BPNCM, aratati ca AOLMN.

Solutie. a) Consideram paralela prin punctul O la bazele trapezului. Aceasta
intersecteaza segmentele [AD] si [BC] in punctele E' si F'. Perechile (AAOE; AACD),

(AAOB,ACOD) si (ABOF,ABDC) sunt formate din triunghiuri asemenea.
OFE AO BO OF

Obtinem succesiv: DC = AC —~BD - DC Deducem ca [OE]| = [OF]. ....1p
Fie {H} = QONCD si {G} = QO N AB. Triunghiurile QDH si QFEO sunt
D
asemenea, deci 70 = Q0" Triunghiurile QCH si QFO sunt asemenea, deci
H H
% = gO Prin urmare, [DH] = [HC]. Analog, obtinem [GA] = [GB]. ....2p
A
M, :D :P
0
AM AN
b) Relatia din enunt se mai scrie aC — AB’ de unde A AMN ~ AACB. 1p
Rezulta ca <AMN = <ACB = <APM. ... e 1p

Daca {D} = AO N MP atunci, conform a), rezulta ca [AD] este mediana core-
spunzatoare ipotenuzei in triunghiul AM P. Inseamni ci <APM = <PAD =
TAM N 1p
Deducem ca AO L M N . .o e e 1p

Problema 4. In interiorul unui patrat de laturd 1 se afli un patrulater con-

1
vex de arie 5 Demonstrati ca exista o dreapta d paralela cu una dintre laturile
patratului care intersecteaza patrulaterul si determina cu laturile acestuia un seg-

. . 1
ment cu lungimea mai mare sau egala cu ok

1
Solutie. Fie EFGH patrulaterul de arie 3 situat In interiorul patratului

ABCD de latura 1. Prin punctele E si G ducem paralelele EJ si GI la dreapta
BC, unde J € [FG] si I € [EH]. Se formeaza doua triunghiuri si un trapez cu
inaltimile FK, HM girespectiv JL. ..o 2p
1 1

Presupunem ca EJ < B siGI < 5 Atunci Agragr = Areg + Agjar + Agar <
1 FK 1 1\ JL 1 HM 1 1 1

- — -+ —4+=- — <= (FK+JL+HM)< =-1==—fals 4
2 2 (2+2>2+2 5 <o (FEHJL+HM) <5 1=35 fals4p

1 1
Rezulta ca EJ > 3 sau GI > gr T 1p



Cazurile cand una sau mai multe laturi ale patrulaterului FF'GH sunt paralele
cu laturi ale patratului ABCD se trateaza asemanator.

CLASA A VIII-A - barem de corectare

Problema 1. Determinati numarul real a cu proprietatea ca
2 3 2 3 2 3

(a*+2a—3)" + (a* —2a — 15)" =8 (a® = 9)".

Solutie. Fie x = a®+2a—3, y = a®> —2a—15, deci z +y = 2a® — 18 = 2(a® - 9).

1p
Relatia din enunt, devine 23 +y3 = (x+y)3, adica (v +y)- (22 —zy+y?) = (z+y)>.

1p
Rezulta ca z +y = 0 sau 22 — 2y + y? = (z + y)?, echivalent cu zy =0. ..... 1p
Dacd x +y =0, avem a®> —9=0,deunde a € {3}, ............iiii. 1p
Daca xy = 0, obtinem (a? +2a —3)-(a?> —2a —15) =0 ..........ccovnnn... 1p
adicd (a +3)(a—1)(a—5)(a+3)=0,de unde a € {—3;1;5}. ............... 1p
In final, a € {3 L D e 1p

Problema 2. Se considera patratul ABCD de latura 1. Punctele M, N, P si
@ sunt situate pe laturile (AB), (BC), (CD) si respectiv (DA). Demonstrati ca
perimetrul patrulaterului M NPQ este mai mare sau egal cu 2v/2.

MB + BN
Solutie. Demonstram ca MN > \;%, echivalent cu 2M N2 > (M B +
BN)? sau 2(MB? + BN?) > MB? +2MB - BN + BN?, adica (MB — BN)? > 0.

3p

Analog, NPEM,Pszgi QM > QA+AM. .......... 2p
V2 V2 A V2

Insumand relatiile de mai sus obtinem Py npg > E =22 2p

Problema 3. Fie x un numar irational. Se stie cd 36 este cel mai mic numar
natural nenul cu proprietatea ci numarul 23 este rational. Determinati numarul
de elemente rationale din multimea A = {z%° | a + b = 36,a,b € N\{0}}.

Solutie. Avem, conform teoremei impartirii cu rest, ab = 36k + r, unde k € N

ST € N T 0. ettt 1p
Daca numarul 2% = (m36)k -x" € A este rational, rezulta ca r = 0. Daca gi k =0,
atunci ab = 0, fals. ... 2p
Deci ab = 36k, k > 1, adica a(36 — a) = 36k, sau a®> = 36(a — k). ............ 1p

Inseamni ci 6 il divide pe a, adics a € {6;12;18;24;30}. .................... 1p



Obtinem 3 elemente diferite pentru (a;b) € {(6;30), (12;24), (18;18)}. ....... 2p
si anume 2189, 2288 g 2324,

Problema 4. Fie ABCA'B’'C’ o prisma triunghiulard dreapta. Aratati ca
daca dreptele A’B, B'C si C' A sunt perpendiculare dou& cate doud, atunci AB =
BC =CA = AA'V2.

Solutie. Fie D simetricul lui C fatd de A, rezulta ca ADA'C’ este paralelo-

gram, deci A'D || C"A. Astfel <(AC"; A’'B) = <DA'B. ......c.cociiiiiiin.. 1p
Fie E simetricul lui B fata de mijlocul lui (AC). Rezultd ca B'C || A'E si
G(B'CAB) = SBA'E. .ot 1p

De asemeni, <(B'C;C'A) = <(A'E; A'D) = <DA’E. Prin urmare, in piramida
A'DBE, m(<DA'B) = m(<BA'E) = m(«DA'E) = 90° i cum A’A | (DBE),
rezulta ca A este ortocentrul ADBE. ... .. 2p
Cum A este centrul de greutate al triunghiului DBE (DO mediana si AD =
2A0). Rezulta ca triunghiul ADBE este echilateral, deci AD = AB = AE sau
AC = AB = B . o 2p

Notand AB = BC = CA = 1 si AA" = h, din ADBC dreptunghic in B,
2
BD = 1\/3. Rezultd ci A’'D = A'B = z\/j Din AAA'B, AA”? = % deci

AA = \jﬁ In concluzie AC = AB=BC = AAV2. ... ..................... 1p

Clasa a IX-a - barem de corectare

Problema 1. Fie K, L, M, N mijloacele laturilor (AB), (BC), (CD), respec-
tiv (DA) ale patrulaterului ABCD inscris intr-un cerc de centru O. Notam H g4,
Hp, Heo, Hp, ortocentrele triunghiurilor AKN, BLK, CM L, respectiv DN M.

— T =TS S

a) Aratati ca 20H, = 20A+ OB + OD.
b) Aratati ca HaHpHcHp este paralelogram.

Solutie. a) Patrulaterul ONAK este inscriptibil in cercul cu centrul in mi-
jlocul P al segmentului OA. Cum P este centrul cercului circumscris triunghiului
— == = =
AKN, deducem PA+ PK + PN = PH,. 2p
— TS = — = = —
Concluzia rezultd acum din OB = 2PK, OD = 2PN, OA = 2PA si OHy =
e
PH, + PA. 2p
b) Din a) reiese OH4 + OHc = OHp + OHp, deci segmentele [HaH¢| si
[HpHp] au acelasi mijloc, de unde concluzia. 3p




Problema 2. Determinati numerele intregi a, b pentru care sistemul
22 —2ar—a—-2=0
y? —2by —x =0
are exact trei solutii in multimea numerelor reale.
Solutie. Sistemul este echivalent cu x = x;,y%> — 2by —x; = 0, unde 1,7 = 1,2

sunt solutiile primei ecuatii. 2p
Existenta a exact trei solutii este echivalenta cu z12 € R, 21 < x9 si b2+x; = 0.

2p

Din a,b € Z reiese x1 2 € Z. 1p
Observam ca 2z1x9 + 21+ 22+ 4 = 0, de unde (221 + 1)(2z2+ 1) = —7. Sunt
posibile doar cazul x1 = —4,29 = 0 gi 1 = —1,20 = 3, iar a = —2,b = £2,
respectiva =1,b = £1 2p

Problema 3. Fie (ay)nen un sir de numere reale definit prin ag € (0,1) si
0 ,dacaa,=0

a = 1
s {n+ }, daca a, # 0
Qn

Aratati ca ag este irational daca si numai daca sirul nu are termeni nuli .

. Y g . _ k+l k+1
Solutie. Daca ayj este irational pentru un k& > 0, atunci ag41 = e [W}
este irational. Cum ag este irational, rezulta inductiv cd a, este irational, deci
nenul, pentru orice n. 3p

Reciproc, daca ag = 2,0 <p<gqg atuncia; =Z,cul0<r<p,decia; € Qsi
a1 este reprezentat de o fractie cu numitor mai mic decat cel al lui ag. 2p
Acelasi lucru se petrece cand trecem de la orice a,, # 0 la ay1; cum numitorii

scad la fiecare pas, dupa cel mult g pasi obtinem termeni nuli. 2p

Problema 4. Determinati toate functiile f : R — R care au proprietatea:
(® + 2y +y*)(f(2) — f(y)) = f(2®) — f(y*), pentru orice 2,y € R.
Solutie. Avem z°(f(z) — f(0)) = f(2°) — £(0) si (2* +z +1)(f(z) - (1)) =
f@®) = f(1). 2p

Prin scadere, (x + 1) f(x) = f(1)(2® + z) + f(0)(1 — 22). 2p
Pentru x # —1 rezultd f(z) = ax +b, cu a = f(1) — f(0),b = f(0). 1p
Luand, x = 2,y = —1 obtinem f(—1) = —a + b, deci formula precedenta este
valabila pentru orice x. 1p
Se verifica imediat ca orice functie de aceastd forma convine. 1p

Clasa a X-a - Solutii si bareme
Problema 1. Sa se determine numerele complexe z cu proprietatea ca
|z| + |z — 25| + |z — 18 — 24i| + |z + 7 — 244| = 70.

Solutie. Din inegalitatea modulului, avem

|z| + |z — 18 — 24i| > |18 + 24i| = 30 (1)

si
|z — 25| 4 |z + 7 — 24| > |32 — 24| = 40. (2)
.................................................................... 2 puncte

Daca z € C verifica relatia data, rezulta ca (1) si (2) devin egalitati.



.................................................................... 2 puncte

Fie O, A, B, C', M punctele din planul complex avand afixele 0, 25, 18 + 244,
—T7+24i i z, respectiv. Rezulta din egalitatile (1) si (2) ca MO+MB = 30 = OB
si MA+ MC =40 = AC.

..................................................................... 1 punct
Deducem ca M este punctul de intersectie a dreptelor AC' si OB.
..................................................................... 1 punct
Cum OABC este paralelogram, obtinem z = 9 + 124.
..................................................................... 1 punct

Problema 2. Consideram un punct M in interiorul paralelogramului ABCD.

Sa se arate ca
MA-MC+MB-MD > AB - AD.

Solutie. Consideram punctul N astfel incat AM N D sa fie paralelogram.
.................................................................... 2 puncte

..................................................................... 1 punct

Deoarece MA = DN i MB = CN, cerinta devine DN - MC + M B -CN >
AB - AD.

.................................................................... 2 puncte

Inegalitatea ceruta rezulta din inegalitatea lui Ptolemeu aplicata patrulaterului
MCND.

.................................................................... 2 puncte

Problema 3. Un sir de numere reale (ay,),>1 se numeste conver daca
2an < ap—1 + apt1, oricare ar fin € Nyn > 2.

a. Sa se dea un exemplu de sir convex neconstant.

b. Fie (b,)n>1 un sir de numere reale pozitive astfel incét, oricare ar fi a > 0,
girul (a™b,)n>1 sa fie convex. Sa se demonstreze ca sirul (Inby)p>1 este
convex.

Solutie. a. Sirul a,, = 2", n > 1, verifica cerinta.
..................................................................... 1 punct
b. Fixam un numar natural n, n > 2. Din definitia girului convex rezulta ca

2a"b, < a" b, + a"+1bn+1,

oricare ar fi a > 0, deci 2b,, < b1 + abp41
..................................................................... 1 punct
Aleca . bn—1 - . bp— ceu
egand a = valoarea pentru care expresia ~+ abp+1 este minima
n+1
.................................................................... 2 puncte
deducem ca b, < bp—1bp41-
.................................................................... 2 puncte

Logaritméand, obtinem 2Inb,, < Inb,_1 + Inb,+1. Cum n a fost ales arbitrar,
cerinta este demonstrata.



Problema 4. Sa se determine functiile f : N — N care verifica relatia
f(f(n))+ f(n) = 6n, oricare ar fi n € N.

Solutie. Pentru un n € N fixat, notdm by = f(n) si consideram sirul by =
f(br), k € N*. Relatia data se rescrie by + bpto = 6by,

..................................................................... 1 punct
deci by, = a2™ + 5(—3)", cu «, 8 constante reale.
.................................................................... 2 puncte
Deoarece b, > 0 pentru orice n € N*, deducem 5 = 0,
..................................................................... 1 punct
iar by + by = 6n duce la o = n.
.................................................................... 2 puncte
Aceasta arata ca by = 2n, deci f(n) =2n,n € N
..................................................................... 1 punct

Clasa a XI-a - Solutii si bareme

Problema 1. Fie n un numar natural nenul si fie A o matrice patrata de
ordin n cu elemente intregi, avand proprietatea ca I,, + A+ A2 +---+ A0 = O,,.

i) S& se arate ci matricea I,, + A + A? este inversabil.

ii) S& se arate ci det(I, + A+ A?) = 1.

Solutie. i) inmuh;ind cu AU relatia din ipoteza, obtinem A 4 A2 .4
A21 — Om

de unde rezulta

In+A+ A%+ 4+ A% =0,

Atunci
Ln+ (I, + A+ A2)(A+ A+ A" +... 4 AY) =0,

deci matricea I,, + A + A? este inversabils.
.................................................................... 4 puncte
ii) Deoarece A este matrice cu elemente intregi, rezulta ca I,,+ A+ A2, precum si

A+ A+ AT+ -+ A sunt matrice cu elemente intregi, deci det ([, +A+A?) = £1.
.................................................................... 2 puncte
Cum I, + A+ A% = (A—cl,)(A—¢l,), unde e = —3 + i@, avem

det(I,, + A + A?) = det(A — el,,) det(A — &I,,) = | det(A — I,,)|* > 0.

Concluzia este evidenta.
..................................................................... 1 punct
Problema 2. Consideram un sir (ay)n>1 de numere reale, strict descrescator

si convergent la 0, cu proprietatea ca an41 < Lg"”

S& se arate ca lim n(ant1 — an) = 0.
n—oo
Solutie. Din inegalitatea 2a,41 < @y + apyo rezulta ant1 — an < Ao — any1,

deci sirul z, = a, — an41 este descrescitor i, evident, convergent la 0.
..................................................................... 1 punct
In plus, 21422+ - +xn = a1—an+1 < a1, de unde 731_,%(%1+x2+' cHtxy) = ay.

.................................................................... 2 puncte



Rezulta ca pentru un € > 0 exista N € N* astfel incat ay41 + -+ + a5 < €,
oricare ar i n > N.
.................................................................... 2 puncte

..................................................................... 1 punct
Pentru n > 2N avem n — N > 5 si apoi 0 < nx, < 2¢, oricare ar fi n > N,

deci lim nz, =0s lim n(ap+1 —an) =0.
n—oo n—o0

..................................................................... 1 punct
Problema 3. Fie n un numar natural nenul. S& se arate ca exista numerele
reale x1, xo,...,x, astfel Incat matricea
sinx; sin2xr; sindz; ... sinnz
sinxg sin2ry sindry ... sinnzs

Ay, = (sinpzg)i<pg<n =
sinz, sin2x, sindz, ... sinnz,

sa fie nesingulara.

Solutia 1. Demonstram prin inductie dupa n. Pentrun = 1, alegem x1 # k.
Presupunem ca pentru un n > 1 avem numerele reale x1, xo, ..., x,_1 astfel Incat
matricea A,_1 sa fie nesingulara.

Consideram ecuatia z™ = i, avand radacinile distincte

2L = COS ay + tsin ag,

unde oh 1
+ 1)
ak:( ) ,kzo,l,. ,n—l
2n
.................................................................... 2 puncte
Observam ca pentru j = 1,2,...,n — 1 avem
n—1 ) n—1 ) n—1
7, =0=1Im Zzi :0:>Zsinjak:0,
k=0 k=0 k=0
iar pentru 7 = n avem
n—1 n—1 n—1
Zzgzm’:lm Zz,? :néz:sinnak:n.
k=0 k=0 k=0
.................................................................... 2 puncte
Pentru fiecare k = 0,1,...,n—1, notam cu Ay determinantul matricei obtinute
din A,, inlocuind z,, cu a.
..................................................................... 1 punct

Deoarece primele n — 1 linii ale determinantilor A sunt aceleasi, rezulta ca

Ao+ Ap+- o+ Ay =

sin x1 sin 2z sindx; ... sinnz
sin x9 sin 2x9 sindxes ... sinnzs
= : : : : =ndet A,_1 # 0,
sinz, 1 sin2x, 1 sindx,_1 ... sinnr,_1
0 0 0 ... n




de unde rezulta ca cel putin unul dintre determinantii Aj este nenul, ceea ce
incheie demonstratia.

.................................................................... 2 puncte
Solutia 2. Demonstram prin inductie dupa n. Pentrun = 1, alegem x1 # k.
Presupunem ca pentru un n > 1 avem numerele reale 1, xs,...,x,_1 astfel incat

matricea A,_1 sa fie nesingulara, si presupunem prin absurd c& pentru orice z € R
avem det A, = 0. Dezvoltand dupa ultima linie, obtinem

aysinx + agsin2zx 4 - - - + ap sinnx = 0,Vx € R,

unde aj este complementul algebric al elementului sinkz, k£ = 1,2,...,n. Ob-
servam ca a, = det A,_1 # 0.
.................................................................... 2 puncte
Derivand de doua ori relatia anterioara, obtinem
arsinz + 2%assin 2z + - - - + na, sinnz = 0,Vz € R.
Continuand analog, obtinem
arsinz + 2%agsin 2z + - - + ntay, sinne = 0,Vz € R,
arsinz + 22" 2a9sin 2z + - - - + n?"2a, sinnz = 0,Vz € R,
.................................................................... 2 puncte
Privind aceste n identitati ca un sistem omogen de n ecuatii liniare cu ne-
cunoscutele ai,as,...,a,, din a, # 0 rezultd ca determinantul sistemului este
nul.
..................................................................... 1 punct
Ins# deteminantul sistemului este egal cu sin 2 sin 2z - - - sinna-V(1,22,32, ... n?),
unde V(1,22,32, ..., n?) reprezinti determinantul Vandermonde asociat numerelor
1,22,32, ..., n% Acest determinant este nenul.
..................................................................... 1 punct
Alegand x € R astfel Incat sinxsin2x---sinnx # 0 — de exemplu & = % -
obtinem o contradictie.
..................................................................... 1 punct

Problema 4. Fie f : [0,00) — R o functie crescatoare si convexa, cu propri-
etatea ca lim (f(z) —x) = 0. Sa se demonstreze ca pentru orice numar x € [0, c0)
T—r00
avem

2¢ < f(f(22)) < 2f ().
Solutie. Vom arata ca pentru orice a, b cu 0 < a < b avem
f(b) = fla) <b—a. (3)
f(b) — f(a)

—a

Sa presupunem prin absurd ca exista a, b cu 0 < a < b astfel incat > 1,

si fie z > b arbitrar. Din convexitatea functiei f avem

.................................................................... 2 puncte



Atunci f(z) > m(z —a) + f(a), de unde f(z) — 2z > (m — 1)z — am + f(a).
Trecand la limita catre +oo rezulta 0 > +o00, contradictie.

..................................................................... 1 punct

Vom arata ca pentru orice numar a pozitiv avem f(a) > a. S& presupunem
prin absurd c& exista un numar a pozitiv astfel incat f(a) < a, si fie x > a arbitrar.
Cum f(z) —x < f(a) — a, trecand la limita catre +oo rezulta 0 < f(a) —a < 0,
contradictie.

..................................................................... 1 punct

Pentru b — a = h > 0, inegalitatea (1) devine f(x + h) < f(z) + h,Vz > 0.
Pentru h = z obtinem f(2z) < f(z) + . Din monotonia functiei f rezulta
f(f(2z)) < f(f(z) + x)). Aplicand inegalitatea (1) pentru h = f(x), unde h > 0,
deducem ca f(f(z) +x) < f(z) + f(x) = 2f(z), deci f(f(2x)) < 2f(z), ceea ce
incheie demonstratia.

.................................................................... 2 puncte

Clasa a XII-a - Solutii si bareme

Problema 1. Fie I C R un interval si fie f : I — R o functie integrabila pe
orice interval [a,b] C I. Sa se arate ca multimea

A_{/xyf(t)dtac,yel}

este un interval, eventual degenerat.
Solutie. Pentru z = y rezultd ca 0 € A.
..................................................................... 1 punct
Daca A = {0}, cerinta este demonstrata. In caz contrar, fie u,v € A cuu < v.
Rezulta ca exista a,b, c,d € I astfel incat

b d

Fie v € (u,v) si functia continua g : [0,1] — R, g(x) = / f(t)dt.
az+c(l—x)
Functia este bine definita, deoarece ax + ¢(1 — x),bx 4+ d(1 — ) € I, oricare ar fi

x €[0,1].

Cum ¢(0) = / ft)dt =vsig(l) = / f(t)dt = u, conform proprietatii lui
Darboux existi a € (0,1) astfel incat g(a) - 7.

.................................................................... 2 puncte
bat+d(1—a)
Deoarece 7 = / f(t)dt € A, rezulta ca A este un interval, ceea ce
aatc(l—a)
trebuia demonstrat.
..................................................................... 1 punct

Problema 2. Fie p un numar prim, p > 2. Sa se arate cd polinomul cu
coeficienti intregi

f= (X=X =2)- (X —p)+ X +p



este ireductibil in Z[X].
Solutie. Presupunem ca exista polinoamele g, h € Z[X] cu f = gh si gradg =
n > 1, gradh =m > 1. Deoarece f este monic, rezulta ca g si h sunt monice.

..................................................................... 1 punct
In inelul Z,[X], egalitatea f = gh devine f = gh
.................................................................... 2 puncte
Cum f = X(X - D)X -2) (X -p-D+X =XP - X +X = X? s
grad § = n, gradh m, rezulta ca g = X" si h=Xxm.
..................................................................... 1 punct

Obtinem g = X" +pg1, h = X™+phq, unde g1, hq sunt polinoame cu coeficienti
intregi.

Deoarece p—p! = f(0) = p?g1(0)h1(0), avem p? | p—p!, deunde p | 1 — (p—1)!.
Conform teoremei lui Wilson, p | 1 + (p — 1)!, ceea ce implica p | 2, contradictie.

.................................................................... 2 puncte

Comentariu. Ireductibilitatea lui f poate fi stabilitd cu ajutorul criteriului
lui Eisenstein.

Problema 3. Se considera functia continua f : [0,1] — R cu proprietatile:

1. f(0) <0< f(1);

2. Exista un unic numar ¢ € (0, 1) pentru care f(c) = 0;

/f // of(x)da

Sa se demonstreze ca pentru orice numar n natural nenul avem / " f(x)dx > 0.

Solutie. Deoearece functia f nu se anuleaza pe [0, c) si nici pe (c, 1], rezulta

f(z) <0,z €[0,¢) si f(z)>0,z¢€ (cl].

Prin urmare, (z" — ¢")(1 — x)f(z) > 0, pentru orice x € [0, 1], cu egalitate
numai pentru x =c gi x = 1.

.................................................................... 2 puncte
1
Atunci / (2" — )1 — ) f(x)dx > 0, deci
0
1 1
/ (z™ — 2" ) f(2)dz > c”/ (1 —2z)f(x)dx >0,
0 0
1
de unde rezulta ca sirul ( / " f (x)dx) este strict descrescator.
0 n>1
.................................................................... 2 puncte
! M
2" f(x)dx| < T unde M = max{f(z) | x € [0,1]}.
0
1
Rezulta ca lim z" f(x)dz = 0, de unde obtinem cerinta.

n—oo 0
.................................................................... 2 puncte

Problema 4. Fie A un inel finit cu proprietatile:



i) Orice divizor al lui zero este element nilpotent;

ii) Numarul elementelor inversabile din A si numarul automorfismelor lui A
sunt relativ prime.

Sa se arate ca:

1° Pentru orice element inversabil a € A, functia f, : A — A, fo(v) = ava™!
este un automorfism al inelului A;
2° Inelul A este comutativ.
Solutie. 1° Avem
falz +y) =alz +y)a™t =aza™ +aya™ = f.(2) + fu(y)
si
fa(zy) = azya™ = aza™ aya™" = fo(x) fa(y),
pentru orice z,y € A, adica f, este endomorfism al inelului A.
..................................................................... 1 punct

Cum f, o f,-1 = f,—1 0 fo = 1a, rezulta ca f, este bijectiva, deci f, este
automorfism al inelului A.

..................................................................... 1 punct

2° Notam cu n numarul elementelor inversabile ale inelului A si cu m numéarul
automorfismelor lui A. Fie a un element inversabil si ¢ ordinul sau in grupul
(U(A),-); avem ¢ | n. Atunci

fi(w) = a%ea =,

pentru orice x € A, cu alte cuvinte fd = 14.
..................................................................... 1 punct
Fie p ordinul lui f, in grupul (Aut(A),o). Rezulta ca p | q, deci p | n. Cum
p | m, obtinem p = 1, deci f, = 14. Prin urmare ax = za, pentru orice x € A,
adica
ac Z(A).

.................................................................... 2 puncte

Fie b un element nenul gi neinversabil. Cum A este inel finit, rezulta ca b
este un divizor al lui 0, deci, conform ipotezei, b este nilpotent. Atunci b+ 1 este
element inversabil, de unde b+ 1 € Z(A), deci

be Z(A).

Cum 0 € Z(A), cerinta este demonstrata.
.................................................................... 2 puncte



