CLASA a XI-a - solutii

Problema 1. Dati un exemplu de functie f : (0,00) — (0,00) cu pro-
prietatea ca

41z + 40 .
fUf(f(f(x))) = 10z £ 41’ pentru orice z > 0.
. Cos : ar +b
Solutie. Cautam o functie de forma f : (0,00) — (0,00), f(x) = o d
cx
cua, b, c, deR.
.............................................................. 3 puncte
Daca A = ( Z) si A" = (Z" Z”), cun € N*, atunci iterata de ordin
+b
n alui f este f"(x) P
.............................................................. 2 puncte
VI .4 [a b\ (41 40
Ramane de rezolvat ecuatia A* = (c d) = ( 10 41)
............................................................... 1 punct
2 1
O solutie este a =d =2, b =c =1, adica f(x) = v
T+ 2
............................................................... 1 punct

Problema 2. Fie A si B doua matrice din M,,(C) cu proprietatea ca
AB este nilpotenta si ABA # O,,. Aratati ca exista o matrice C' € M,,(C)
astfel incat ABAC = O,, si AC' # O,,.

Solutie. Fie m cel mai mic numar natural cu proprietatea ca (AB)™ =
O,,. Deoarece ABA # O, rezultd ca m > 1 gi (AB)™! # O,.

.............................................................. 2 puncte

Daca A(BA)™ ! = O,,, matricea C' = (BA)™ ! satisface cerinta, deoarece
ABAC = (AB)™A = O,, insa AC' = A(BA)™ ! #£ O,,.

Daca A(BA)™!' = O,, cum ABA # O,, rezul
ABA(BA)Y™™% = O, si A(BA)™? # O,, altfel (AB)

ar contrazice minimalitatea lui m.

-
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3
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Consideram C' = (BA)™ 2. Cum ABAC = A(BA)™ ! = 0O, si AC =
A(BA)™2% # O,, solutia este incheiata.

Problema 3. Determinati functiile continue f : R — R cu proprietatea
ca 2f(z+1) = f(x) +4f(2z), oricare ar fi z € R.
Dinu Serbanescu



Solutie. Fie z € R §i a > 2 astfel incat x € [—a, al.

Conform teoremei lui Weierstrass, functia |f| are pe [—a, a] un punct de
maxim c.

.............................................................. 2 puncte
Cum - € [—a,a] si Siile [—a, al, rezulta ca
1 1 1 3
()] = \Ef (5+1) -3/ (5)] = slF@1+7lf@1 = S1F O,
.............................................................. 2 puncte

de unde f(c) = 0, adica f este functia identic nula pe [—a, a]; in particular
f(z) =0, pentru orice z € R.

Problema 4. Fie f : (0,00) — R o functie avand proprietatea lui
Darboux, astfel incat pentru orice a € R, ecuatia f(z) = a are un numar
finit de solutii. Aratati ca functia f are limita la infinit.

Dinu Serbanescu

Solutie. Presupunem ca exista un sir (z,),>1, T, > 0, strict crescator si
nemarginit, pentru care sirul (f(x,)),>1 nu are limita. Fie a < b doua puncte
limita ale sirului (f(z,))n>1 i€ >0, ¢ € R astfel incat a+e <c < b—-e.

............................................................... 1 punct

Fie (yn)n>1 §1 (2n)n>1 doua subsiruri ale lui (z,,),>1 astfel incat f(y,) <
a+esi f(z,) >b— ¢, oricare ar fi n > 1.

f(t,) =c.

Alegem m > n astfel incat min{y,,, z,,} > max{y,, z,}. Analog exista t,,
intre y,, §i z, astfel incat f(¢,,) = ¢. Cum t,, > t,, ecuatia f(x) = c are o
infinitate de solutii, contradictie.

............................................................... 1 punct

Rezula ca pentru orice gir (z,),>1 strict crescator gi nemarginit, sgirul
(f(zy))n>1 are limita. Prin urmare f are limita la infinit.



