CONCURSUL MYLLER 2010
CLASA a IX-a — solutii
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1. Sa se arate ca, pentru orice numar real = > 5 intervalul [z, 2x]

contine trei intregi distincti in progresie geometrica.
Solutie. Daca z € [25/2;16] atunci [z, 2z]| contine progresia 16,20, 25,
daca z € [16; 18] atunci [z, 2z] contine progresia 18,24, 32, iar in cazul cand
€ [18;25], [z, 22| contine progresia 25,30,36 .......... ..., 3p
Apoi, deoarece (n + 2)? < 2n? pentru n € N,n > 5, deducem ci, daci
x> 25 atuncin®* <z < (n+1)> cun>5, 2x > (n+2)%si [z,2z] contine
intregii In progresie geometrica (n+1)% (n+1)(n+2),(n +2)* ........ 4p

2. Se considera o multime A cu n > 2 elemente si 2"~! submultimi dis-
tincte ale lui A. Se stie ca oricare trei dintre aceste submultimi au intersectia
nevida. Sa se arate ca intersectia tuturor submultimilor date este nevida.

Solutie. Fie A multimea si A multimea submultimilor date. Din ipoteza
reiese ca A contine exact cate un element al fiecireia dintre cele 2"~ perechi

de forma (X, A\ X), X CA 2p
Astfel, daca X, Y € A, atunci XNY € A, deoarece intersectia multimilor
X, YA\ (X NY) este vida o.ovoni 2p

Aceasta arata ca daca X € A are k > 2 elemente 5si Y C X, Y # X,
Y # (), atunci A contine una dintre multimile Y sau X \ Y, deci A contine
si o multime (nevida) cu mai putin de k£ elemente. Deducem inductiv ca
A contine o multime cu un singur element a, deci toate multimile din A 1l
CONGIN PO B .ottt e 3p

3. Fien € Nyn > 2 gl o multime {zy,xs,...,2,} de numere reale cu
proprietatea |z; — x;| > 1 pentruorice 1 <i < j < n.
nn—1)(n+1)

S& se arate ca xf + a3+ ... + a2 >

12
Solutie. Putem presupune x7 < x5 < ... < 1 < 0 < 2541 < ... < Ty,
datorita simetriei enuntului ............. 1p
Rezulta x4 ; > mk+1+j—1 >0pentrul <j<n—ksizp; <xp—1<0
n—k k—1
pentru 0 <<k —1, demZx >Z Ty +7—1) +Z Tp—1)° ...2p
p=1 Jj=1 i=0
In cazul xk —1, suma este cel putin
n—Fk
(j—1) +Z i+1)? (n—k—1)(n—k)(2n—2k—1)+k(k+1)(2k+1)) =
7j=1

1
= —(6nk*—6nk(n—1)+2n*~3n*+n) > <—16n(n—1)2+2n3—3n2+n)

CDIH
=



= En(n —1)(n+1), deoarece minimul functiei de gradul al doilea se atinge
n—1

pentru k = T et 2p

In cazul 2, € (—=1;0), xx41 > x + 1 > 0 gi suma este cel putin
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(z +§) + ; (zp —1)? = nai + ap((n — k)(n — k+1) — k(k — 1))
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+é((n—k)(n—k+1)(2n—2k+1)+1€(;€_1)(2k_1))

:n(szr”xk_Qkxk+$k+k2—nk—k)+"<”+1)6(2"+1)
n+1ly2 (n+1)? n(n+1)(2n + 1)

AR T )+ 6

> nn+1)2n+1) n(n+1)° _ n(n+1)(n — 1)' ..... -
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4. Fie M € (BC), N € (AC), P € (AB) picioarele a trei ceviene
concurente 1n triunghiul ABC. Paralela prin N la AB taie dreapta PM in
E, paralela prin M la AB taie dreapta PN in F| iar dreptele MN si CP se
taie in 7.

NT BC AN
TM ~— AC BM’

b) Sa se arate ca dreptele MN, EF gi PC sunt concurente.

Solutie. a) Fie S punctul de concurenta al cevienelor. Aplicand teo-
rema lui Menelaus in ANBM cu transversala S — T — C si in ABAN, cu
transversala P — S — (', precum si teorema lui Ceva in AABC' obtinem

NT BC NS BC NC AP BC AN .
TM ~ MC BS MC AC PB_ AC BM U p

b) Daca M N||BC, concluzia este evidenta .......................... 1p

~

In caz contrar, fie {U} = EF N MN, {Q} = NE N BC. Din asemanari
de triunghiuri obtinem

a) Sa se arate ca

NU NE PE BQ “F¢ BC AN

UM MF PM BM BM _ AC BM’

deci T si U impart (M N) in acelagi raport ................ooooiiiiii... 2p



