CLASA a XII-a -solutii

Problema 1. Fie f : [a,b] — R o functie integrabila cu proprietatea ca
Y

pentru orice x € [a,b), exista y € (x,b) astfel incat / f(t)dt > 0. Aratati

x

b
CEL/ f(z)dx > 0.

Calin Popescu
Solutie. Fie F': [a,b] — R, F(x) = / f(t)dt. Deoarece f este integra-

bila, rezulta ca F' este continua.

Notam A C [a, b] multimea punctelor de maxim global ale lui F, care este
nevida, conform teoremei lui Weierstrass.

............................................................... 1 punct

Fie ¢ € A. Daca ¢ < b, atunci din ipoteza exista y € (c,b) astfel incat

F(y) — F(c) = /y f(t)dt >0, deci F(y) > F(c), fals.

.............................................................. 2 puncte

Deoarece A este nevida i A N [a,b) = 0 rezulta ca A = {b}.

............................................................... 1 punct
b

Obtinem F(b) > F(a) = 0, deci / f(@)dz > 0.

................................. 1 punct

Nota. Problema ramane adevarata daca ambele inegalitati sunt nestricte.

Problema 2. Fie f:[0,00) — R o functie crescatoare. Aratati ca:

/ (2t — ) f(t)dt > 0, oricare ar fi z € R.
0

Marian Andronache
Solutie. Pentru z = 0 inegalitatea este evidenta. Fiex > 0git,y € [0, z].
Atunci, cum f este crescatoare, rezulta ca (f(t) — f(y))(t —y) > 0, deci

tf(t) +yfly) > tf(y) +yf(t).

Pentru y fixat, integrand inegalitatea precedenta in functie de ¢ pe [0, z],
obtinem:

[ s+ uitye= 0%+ [ o



Deoarece inegalitatea precedenta este adevarata pentru orice y € [0, z],
prin integrare in functie de y pe [0, z], obtinem:

x T 132 x x? x
. /0 L (8t + /0 vyt =2 /0 Py + /0 F(t)dt.

.............................................................. 2 puncte
Rezulti ca 2z / tf(t)dt > 2* / f(t)dt, deci [(2t — z) f(t)dt > 0.
............... 001 punct

Problema 3. Fie n un numar natural, n > 2, si G C M3(C) un grup cu
n elemente in raport cu inmultirea matricelor, cu proprietatea ca tr(AB) =
tr(A)tr(B), oricare ar fi A, B € G. Aratati ca:
a) Elementul neutru al lui G este diferit de 3.
b) G este izomorf cu grupul (U,, ) al radacinilor complexe de ordinul n
ale unitatii.
Dinu Serbanescu

Solutie. a) Daca FE este elementul neutru al lui G, atunci £ - E = E,
de unde tr(E) = tr(E - E) = tr?(E). Rezulta ca tr(E) € {0, 1}, deci tr(F) #
3 =tr(l3). Atunci E # I5.

b) Din E-E = E §i E # I3 rezulta det(E) = 0. Fie A € G. Cum A" = E
obtinem det"(A) = det(E) = 0, deci det(A) = 0.
.............................................................. 1 punct
Fie A1, A2, A3 € C valorile proprii ale lui A. Cum tr(A?) = tr?(A), rezulta
ca )\% + )\% + )\% = ()\1 + )\2 + )\3)2, deci )\1)\2 + )\3)\1 + )\2)\3 =0.
............................................................... 1 punct
Deoarece det(A) = 0, rezulta ca polinomul caracteristic al lui A este
X3 —tr(A) - X2, deci A® = tr(A) - A% Prin inmultirea cu simetrica lui A?
din G obtinem A = tr(A) - E.
............................................................... 1 punct
Daca O3 € G atunci Oz - O = E, deci A = O3, oricare ar i A € G, fals.
Prin urmare tr(A) # 0, oricare ar fi A € G.

Fie F : G — C*, F(A) = tr(A). Cum F(AB) = F(A)F(B) si F(A) =
F(B) = tr(A) =tr(B) = tr(A)-E = tr(B)-F = A = B, deci F este morfism
injectiv de grupuri. Atunci G este izomorf cu Im(G), care este subgrup in
(C*,-) cu n elemente, deci egal cu U,.

Nota. Problema ramane adevarata pentru orice grup de matrice cu ele-
mente complexe de ordin m, m > 2.



Problema 4. Fie A un inel finit comutativ cu cel putin trei elemente si
a = Z 27, b= Z 2%, Aritati ci cel putin unul dintre elementele a si b este

TEA T€A
neinversabil.

Marian Andronache

Solutie. Presupunem prin absurd ca a si b sunt inversabile. Fie c € A

un element inversabil. Deoarece functia f : A — A, f(z) = cz este injectiva,
rezulta ca f este bijectiva si obtinem:

c'a = 6721’7 = 2071’7 = Z(cx)7 = a,

€A T€EA T€EA

si analog b = c®b.
Cum a si b sunt inversabile, rezulta ca ¢’ = ¢® = 1, deci ¢ = 1.
............................................................... 1 punct
Deoarece 1 este singurul element inversabil al lui A gi —1 este inversabil,
rezulta ca 1 = —1, deci 2z = 0, oricare ar fi x € A. Prin urmare, conform
teoremei lui Cauchy, A are 2" elemente, n > 2.

Functia g : A — A, g(x) = 2® este injectiva deoarece g(x) = g(y) =
-yt =0=(r—y)P¥=0=1—(z—9y)® =1=1-(z—y) este inversabil,
deciz—y=0=z=1y.

Atunci, cum g este bijectiva, rezulta ca Z r = Z 5 =1.

€A z€A
............................................................... 1 punct

Dar suma elementelor intr-un 2—grup elementar cu cel putin patru ele-
mente este nuld (prin inductie dupa exponentul lui 2 sau privind grupul
(A, +) ca Zy—spatiu vectorial), contradictie.

............................................................... 1 punct

Comentariu. Un exemplu in care una dintre sume este inversabila este
A= Fg.

Nota. Problema ramane adevarata inlocuind 7 si 8 cu orice doua numere
naturale prime intre ele, cu o demonstratie mai elaborata.



