CLASA A X-a

Problema 1. Daca z,y € (1, 2], demonstrati ca

log, (3y — 2) +log, (3z — 2) > 4.

Radu Sava

Barem.
Cum z € (1,2], atunci (z — 1)(2 — z) > 0, de unde 3z — 2 > x2. Analog
Se arati Ca 3y — 2 > Y. 3 puncte
Baza fiind supraunitara, obtinem c& log,(3y — 2) > log, y*> = 2log, v,
iar log, (3z — 2) > log, z? = 2108, T 2 puncte

Intrucat log, y > 0, log, x > 0, putem aplica inegalitatea mediilor:

log, y + log, = > 2, /log, ylog, x = 2,

de unde concluzia problemei. .......... ... .. L, 2 puncte

Problema 2. Daca z este un numar complex de modul 1, aratati ca

13
V3< |42+ 1 — 2422 < R
Cand se realizeaza egalitatile?
kKoK
Barem.

Varianta 1. Daci t = |1 + z|, atunci t € [0,2] si t? = |1 + 2|? =
(1+2)(1+2) =2+2+2z deci z+2z=1>—2. Rezultdi ca |1 — z + 22> =
(1—2+423)(1—-2+2%) =3-2(2+2)+22+2% = (*—3)?. Astfel, inegalitatea
de demonstrat se rescrie sub forma

1
(#) VB<t4|2-3|< Zg,te 0,2].

.................................................................. 4 puncte



atunci variatia functiei f este urmatoarea:

t |o : V3 2

s A~ 8 N v 3
.................................................................. 2 puncte
Egalitatea in stanga se realizeazi cand t = /3, deci pentru z = % + i@,
iar cea din dreapta cand t = %, deci pentru z = —% + i\/Tﬁ. ....... 1 punct

Varianta 2. Fie z = a + bi, cu a,b € R, a® + b> = 1. Atunci |1 + 2|? =
(a+1)2+b?=2a+2,iar |1 — 2+ 222 = (1 —a+a®—b?)% + (2ab - b)? =
(262 —a)®’ +(2a—1)?(1—a®)=(2a—1)% ... 3 puncte

Inegalitatea de demonstrat devine

13
V3<V2a+2+ |20 —1| < SaE [—1,1],

care, cu notatia t = v/2a + 2 € [0, 2], este tocmai inegalitatea (*). .1 punct
Demonstrarea inegalitatii (*) ..., 2 puncte
Studiul cazurilor in care se realizeaza egalitatile. .............. 1 punct
Varianta 3. Fie z = cosyg + isinp, ¢ € [0,27). Atunci |1 + z|> =
(1 + cosp)? +sin® ¢ = 4cos? £, iar |1 — 2z + 222 = (1 — cosp + cos? p —

PR
sin? )2 4 (2sin ¢ cos ¢ —sin p)? = (2 cos? ¢ —cos )% + (2 cos p —1)? sin? p =
(2cosp —1)* = (4cos® & — 3)2 P 3 puncte

Inegalitatea de demonstrat devine v/3 < 2|cos £| + [4cos? § — 3| < 8
¢ € [0,27), care, cu notatia t = 2 }cos %’ € [0,2], este tocmai inegalitatea

0 1 punct
Demonstrarea inegalitatii (*) ... 2 puncte
Studiul cazurilor in care se realizeaza egalitatile. .............. 1 punct

Problema 3. Determinati numerele reale = care pot fi scrise sub forma

1 ay a2 anp—2 anp—1
T = + + +...+ + ,
a1as...an 4203 ...0n G304 ...0n Ap—_10n (n
unde n, ai,as, ..., a, sunt numere naturale nenule cu a; < as < ... < a,.

Gheorghe Iurea

Barem.
Evidentcax € Q, x>0 ... 1 punct



Cum alagl...an S agagl...an’ agaz.l.‘an S a;f)i:.lan = a3a41...an - a2a31...zzn; g
An—2 ap—1—1 1 1 an—1 < anp—1 1 1 1 Y oAy < 1
netan = anoian — an  Gmotan’ an = a, — 17 g, rezultacaz <,
deci € (0, 1] NQ. ot vi i 2 puncte

Observam ca z = 1 poate fi scris sub forma dorita, considerand n = 1,
a1 =1, iar daca =z = % € (0,1), cu p,q € N*, p < g, atunci

I o (R I S S

r=x-1=%= =,
q\1-2...p 2-3...p 3-4...p P

deci putem considera n = p,a1 = l,a2 = 2,...,ap-1 = p—1,a, = q. In

concluzie, numerele cautate sunt elementele multimii Q N (0, 1]....4 puncte

Problema 4. Fie P multimea punctelor planului, iar f : P — P o
functie care duce dreptele in drepte si astfel incat orice patrulater convex
este dus Intr-un patrulater convex de acelasi perimetru. Demonstrati ca f
este izometrie.

Nota: Functia f : P — P se numeste izometrie dacda oricare ar fi
punctele M si N din plan, segmentele MN i f(M)f(N) au lungimi egale.

Paul Georgescu si Gabriel Popa

Barem.

Presupunem ca f nu ar fi izometrie; exista atunci X,Y € P astfel incat
XY # f(X)f(Y). Fie XSTY un patrulater convex. Demonstram ca exista
doua varfuri ale acestui patrulater, pe care le vom redenumi A si B, astfel
incat AB < f(A)f(B). In caz contrar, am avea XS > f(X)f(S), ST >
FO ), TY > f(T)f(Y), YX > f(Y)f(X) si, prin adunare, ar rezulta
ca PIXSTY] > P[f(X)f(S)f(T)f(Y)], contradictie. ............ 3 puncte

Fie C € P astfel incat P[ABC] < 2a, unde « este lungimea segmen-
tului f(A)f(B) (de exemplu, consideram AABC isoscel, cu CA = CB si
he < \/a(a — AB)). Daca AMNB este un patrulater convex cu M, N €
IntABC, atunci P[AMNB] < P[ABC]. Pe de alta parte, PIAMNB]| =
PIF(A) f(M)F(N)F(B)] = (F(A)f(M)+ FM)F(N) + f(N)F(B)) + a >
2a > P[ABC], contradictie. .......... ..., 4 puncte



