Al VII-lea Concurs National de Matematica ” Alexandru Myller”
28 Martie 2009

SOLUTII SI BAREME

CLASA a VII-a

Problema 1. Determinati n € N* cu proprietatea ca n! + 3 -2" = 6" 2,
unden!=1-2-3---n. Artur Balauca

Solutia 1. (Artur Balduca)

Pentru ecuatia 1-2-...-(n—1)-n+ 32" = 6""2 observam c& valorile
x €{1,2,3,4} nusunt solutii. .......... .. 2p
Pentru n = 5 ecuatia se verifica: 5! +3-2° =216 =62 ........... 2p
Daci n > 6 atunci 9/n!,9/6""2, de unde rezulta ca 9/3 - 2", adica 3/2",
ADSUId. . o 3p

Rezulta ca unica solutie este n = 5.

Solutia 2. (Mircea Fianu)

Cazurile n € {1,2,3,4,5} se trateaza analog solutiei 1. Considerand
valorile n € {6,7,8}, 5 nu divide numarul 6”2 — 3 - 2.
Daca n > 9 avem:

12-3=6
4n > 62
5-(n —1) > 62
67 ... (n—2)>6"T

Prin inmultire, rezulta ca n! > 6"2 gi iar nu avem solutie.

Problema 2. Fie triunghiul ABC' si punctul D situat pe latura [BC].
Aratati ca:
AB-DC+ AC - BD > AD - BC.

Kkosk

Solutia 1. (Mircea Fianu)
Construim DE || AB si DF || AC, unde E € [AC], F € [AB].
Conform Teoremei fundamentale a asemanarii aplicata triunghiului AABC

si paralelei DE avem: $2 = DE de unde AB-CD =CB-DE. ........ 2p
Conform Teoremei fundamentale a asemanarii aplicata triunghiului AABC
si paralelei DF avem: 22 = 2L de unde BD - AC = BC-DF........... 2p

Patrulaterul AEDF fiind paralelogram avem ca DE = AF si, folosind
inegalitatea triunghiului in AADF, are loc relatia: DE+DF = AF+DF >
> A D 1p

Prin insumarea celor doua relatii obtinem: AB-CD + BD - AC = BC-
(DE 4 DF) - AD. 1p



Egalitatea are loc daca D € {B,C}. ...t Ip

Solutia 2. (Artur Balduca)

Cazul D = B sau D = C conduce la AB + AC' - BD = AD - BC. Cazul
D € (BC). Construim CM | AB,M € AD. Atunci, conform teoremei
fundamentale a asemanarii, triunghiurile AABD si AMCD sunt asemenea,
de unde B2 = AD — AB 4 atyunci BDB+DCD = ADﬁ%D, ceea ce implica
BD — AD (1) In triunghiul AAMC avem AC+CM > AM. (2) Relatiile (1)

CD ~— MD ~— MC
BC — AM*

si (2) conduc la AC+E2AB » BCAD 'qe yunde AC-BD+CD-AB > BC-AD.

Problema 3. Fie p un numar natural impar. Se stie ca oricare divizor
al lui p are ultima cifra diferita de 3 gi 7. Sa se arate ca numarul 5p + 1 nu
este patrat perfect. Mircea Fianu

Solutie. Daca 5p + 1 este patrat perfect, atunci 5p + 1 = (5k £ 1)? . 2p

de unde
5p + 1 = 25k% + 10k + 1
sirezulta ca p=Kk(Bk £2). oo 2p
Cum k este divizor al numarului impar p, atunci k este impar iar ultima
cifra a numarului bk va fi b, ... ... . 2p
Atunci U(bk +2) € {3, 7}, contradictie. ..................coiii... Ip

Problema 4. Fie triunghiul echilateral ABC si punctul D situat pe
latura (AC). Bisectoarea unghiului ZABD intersecteaza paralela prin A la
dreapta BC' in punctul E. Aratati ca AE + DC = BD.

Cristian Lazar

Solutie. (Mircea Fianu) Consideram punctul E’ pe semidreapta opusa
lui (AE astfel incat AE" = CD. AB este secanta pentru dreptele paralele

BC' si AE de unde rezulta ca m(LE'AB) = m(LABC) =60°. ......... 2p
Deoarece AB = BC,CD = AE' si m(£DCB) = m(£E'AB) = 60° avem
congruenta AE'AB =ADCB (LUL.), oo 2p

care implica E'B = DB si ZE'BA = ZDBC. Cum (BE este bisectoarea
unghiului ZABD, atunci ZABE = ZEBD de unde /E'BE = /ZEBC.
Dreptele AF si BC fiind paralele, BE secanta, rezulta ca /EBC = /E'EB.
Obtinem ca triunghiul AE'E B este isoscel cu baza BE. ................ 2p
Deci FA4+ AE' = E'B=BD. ..., 1p

CLASA a VIII-a

Problema 1. Fie un tetraedru regulat cu muchia de lungime 3. Pe
suprafata acestuia se considera 37 de puncte. Aratati ca printre aceste puncte
existd doua astfel incat distanta dintre ele este cel mult egala cu 1. ook
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Solutie. Conform principiului cutiei, cum tetraedrul are patru fete, pe

una din fete vor fi cel putin 10 puncte. ........ ... ... L. 3p
Fata fiind triunghi echilateral de latura 3 o impartim in 9 triunghiuri
echilaterale de latura 1. ...... ... . . . . . 1p

Din nou, conform principiului cutiei, vor exista cel putin 2 puncte situate
in interiorul unui triunghi echilateral de latura 1. Acestea vor fi situate la
distanta cel mult egala cu latura triunghiului echilateral, adica 1. ....... 3p

Problema 2. Determinati perechile de numere (a, b) € Z X Z care verifica
egalitatea
2(a+b)*+3(a+0b) +ab+4=0.

Petru Raducanu
Solutie. Ecuatia este echivalenta cu:

2a% + ab + 2% + 4ab+ 3a + 3b+ 4 = 0,

de unde
a(a+2b) +2b(2a+b) +3a+3b+4=0
lar
(a+2b)(2a +b) + (a+2b) + (2a+b) + 1 = -3,
ceea ce implica (a +2b+1)(2a+b+1)=—=3. ... 4p
Asadar

(a+2b+1,2a+b+1) € (1;-3),(—1;3),(3; —1),(=3,1),

ceea ce conduce la (a,b) € (—2;2),(2;—=2). oot 3p
Problema 3. Fiea > b > ¢ > d > 0 astfel incat a®> + >+ +d?> = 1.
Sasearatecaa+b>1>c+d. Gheorghe Iurea
Solutie. Cum a > b > c > d > 0 avem ca ab > ¢, ab > d?,cd < a® ,
cd < b2 2p
Atunci (a+0)* = a*>+ab+ab+b* > a* +b*+c*+d* = 1 implica a+b > 1

2p

jar (c+d)?*=c+cd+cd+d* < a?+b*+c?+d*> =1 implica c+d < 1.
2p

Decic+d <1< a-db. oo 1p

Problema 4. Numim piramida Myller o piramida SABCD cu baza
ABCD care are SA = SB = SC = SD, ZASB = /ASD si
/ZBSC = ZDSC iar lungimile SA, AB, BC,CD, DA, AC, BD sunt numere
naturale nenule. Aflati piramida Myller de volum minim.

Cristian Lazar
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Solutie. Deoarece SA = SB = SC = SD,ASAB = ASAD si

ASBC = ASCD obtinem ca ABCD este un deltoid inscriptibil. ....... 3p
Triunghiul dreptunghic de dimensiuni minime in care laturile i inaltimea
sunt exprimate prin numere naturale este cel cu laturile 15,20,25. ....... 2p
Lungimea minima a muchiei laterale este 13. ........................ 1p
Volumul minim este 50v/51. ... ..o 1p

CLASA a IX-a

Problema 1. Determinati n € N* pentru care exista o multime A C R
cu n elemente, avand proprietatea a(b® + 6) < b(a® + 6),Va,b € A.
Gheorghe ITurea

Solutie. Pentru n = 1, putem lua A orice multime cu un element. ... 1p
Daca n > 2, schimband a si b intre ele, rezultd a(b® + 6) = b(a® + 6),

Va,b € A de unde ab(a +b) =6 pentrua,b € A;ja#b. .................. 2p
Apoi, daca a,b,c sunt elemente distincte din A, atunci a,b,c # 0 si

a+ b+ c=0. Rezulta astfel ca A are cel mult trei elemente. ............ 2p
In sfarsit, pentru n = 2 putem lua A = {1,2}, iar pentru n = 3 putem

Tua A = {1,2, =3} 2p

Problema 2. Care este numarul minim de elemente care trebuie elim-
inate din multimea {1,2,3,...,100}, astfel incat in multimea ramasa sa nu
existe trei elemente x,y, z astfel incat zy = 27 KK

Solutie. Trebuie eliminate cel putin unul dintre {a, a®}, a € {1,2,...,10},

deci cel putin 10 elemente. ....... ... ... 3p
Pe de alta parte, daca eliminam {1,2,...,10}, ramane o multime de tipul
CETUD. « ot 14p

Problema 3. Fie triunghiul ABC' si punctele M € (AB),N € (AC)
astfel incat BM + CN = MN + BC. Notam p raza cercului inscris in
triunghiul AMN. Aratati ca:

P (Vi VG- ) <7 (Vi V053 ).

Dan Branzei

Solutie. Conditia BM+CN = BC'+ M N arata ca patrulaterul BOCN M
este circumscriptibil, deci M N este tangenta la cercul C inscris in triunghiul
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Cum cercul C; de raza p este inclus in suprafata [AM N| si are centrul pe
bisectoarea A, rezulta ca ppnax Se obtine pentru cazul cand C; este tangent

p AP Al—-p—-r Al—-r 1-k
r Al AL Al+r 14K
unde k = -~ = sin 4 (p_bl))ip_c) ....................................... 3p

Problema 4. Numarul intreg m are proprietatea ca, pentru orice numar
natural n, exista a, € Z astfel incat |nm — 80a, + 1| < 20. Aratati ca 80
divide m.

Dinu Serbanescu

Solutie. Sa presupunem ca m =80p+r,p € Z,|r| € {1,2,...,40}. .1p
Atunci, pentru n = 1 obtinem [80(p — ay) +r + 1] < 20, deci |+ 1] < 20 (si
DI Q1) w e e e 2p
Apoi, daca r > 1, pentru n = [470] avem nm = 80pn + nr, cu pn € Z si
21 <39 —r < nr < 40, de unde |nm —80a + 1| > 22,Va € Z, ceea ce
CONETAZICE IPOTEZA. . . vttt ettt ettt e et e e i e 2p
In sfarsit, daca r < —1, pentru n = [—7] avem nm = 80pn +nr, cu pn € Z
si =40 < nr < —40 —r — 1 < =21, de unde |nm — 80a + 1| > 20,Va € Z,
ceea ce contrazice iar ipoteza. ....... ..o 2p

Solutie alternativa. Avem 80a,, — 21 < nm < 80a, + 19 si 80a, 1 — 21 <
< (n+1)m < 80a,,41+19, de unde 80(a,+1—a,)—40 < m < 80(an+1—a,)+40,
oricare ar fi n natural. Notadm z, = an41 — G, si obtinem 2 < 2. <

80

< m;O‘LO,Vn € N. Cum diferenta dintre %040 si ms;o‘m este 1siz, € Z, deducem
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ca x, este gir constant, adica a,, este progresie aritmetica de ratie x € Z. Pen-
trun = 0 gasim imediat ca ay = 0, deci a,, = nx. Atunci —21 < n(m—80z) <
< 19,Vn € N, de unde m = 80x, adica 80 divide m.

CLASA a X-a

Problema 1. Determinati valorile lui n € N pentru care 41 are un
multiplu de forma a00...0b, unde a,b sunt cifre zecimale nenule.

n cifre

Mihat Baluna

Solutie. Avem, modulo 41, 10> = 18,10° = 16,10* = —4,10° = 1. .. 2p
Rezulta ca pentru n =5m +4,m € Navem a00...0b=a+b#0,..1p

n cifre
iar 400...01=0,200...05=0,200...09=0,100...04=0. ...4p
—— —— —— N——
5m 5m—+1 bm—+2 5m—+3

Problema 2. Fie ABC un triunghi, ¥ € R\ {1} si punctele M € BC,
N € CA, P € AB astfel incat 22 = J& = L4 — k. Se stie cd AM = BN =

= (C'P. Demonstrati ca triunghiul ABC' este echilateral. 1. V. Maftei
—_— — —
Solutie. Avem AM = ﬁAB — ﬁAC ............................. 2p
k20?2 —k(b24-c?—a?)

. 1 - k - .
deci AM? = ({:5AB — £ AC)? = e si analoagele. . ..2p
Apoi, sistemul rezultat are solutie unica, iar aceasta duce la a = b = ¢.3p

Problema 3. Pentru z,y € R definim f(z,y) = distanta de la |z — y| la
cel mai apropiat intreg, iar pentru o multime finita M C [0, 1] definim

s(M)=" > flz,y).

TyeM, <y

Determinati valoarea maxima pentru s(M) cand M parcurge familia multi-
milor cu 4 elemente.
Dinu Serbanescu

Solutie. Daca M = {a,b,c,d},a < b < ¢ < d atunci f(a,b) + f(b,c)+

Ffleyd) Sd = oo 2p
sid—a+ fla,d) < 1o oo 1p
Apoi, fla,c) < isif(byd) <3, decis(M)<2....................... 2p
Pentru M = {0, 1, 3,2} avem s(M) = 2, deci maximul cerut este 2. .2p

25



Problema 4. Fie a un numar real. Aratati ca sirul cu termen general
Ty = (—1)[”“], n > 0 este periodic daca si numai daca a este rational.
Gheorghe Iurea

Solutie. Daca a = §, q € N*, atunci girul are perioada 2¢............ 2p
Reciproc, sa presupunem ca sirul are perioada ng. Atunci [a(n+ng)]—[an]
este par Vn € N. o 1p
Pe de alta parte, ang — 1 < [a(n + ng)] — [an] < ang + 1, iar intervalul
(ang — 1, ang+ 1) contine cel mult un numar par A, deci [a(n+ng)] — [an] =
= A, CONStANt. . ... 2p
Deducem [amng] = mA,¥Ym € N, deci mA < amng < mA + 1, adica
Agan0<A+%,Vm€N*, ceea ce implicéa:% €Q. . 2p

CLASA a XI-a

Problema 1. Fie sirul (z,,),>1 de numere reale definit prin z; = 1 si
n

Tpt1l = |Tp — , oricare ar fi n > 1. Sa se arate ca girul este divergent.

n +
Paul Georgescu, Gabriel Popa
Solutie. Aratam prin inductie ca:

T, < n ,Vn > 2.
n+1

Intr-adev t =2 =2 < iar din z, <
ntr-adevar, pentru n avemle 5 2+1,1ar in x T
rezultécéxn+1:nl_i_1—xn<Zdeeoarece T, >0, ..... 1 ....... .1..2p

n

Asad ntl = — Xp,Vn > 2. De aici 2,40 = T, — i
sadar, x, 1 T Tp, VN > e aici T, 40 $+n+1 n+2§1
deci N 1++1+1 11+1 1++1+1
1 n — _— e - = - — e —_
el o =TTy om—1'2n 1 2 '3 4 om—1 " 2n
2p
Atunci ! + ! + —l—l i tlaIn2 2
unci o, = —— <+« 4+ —, gir convergent la In2 .......
2 n+1l n+2 2n 3 & P
Presupunem ca sirul (z,,),>1 este convergent la L. Trecand la limita in
relatia x,, 1 = o T, rezulta L = =, in contradictie cu lim x5, = In 2.

2p

Problema 2. a) Sa se determine doua matrice A, B € My(C) cu pro-
prietatea ca A% 4+ B? = I, si matricea AB — BA este inversabila.
b) Fie n un numar natural impar si matricele A, B € M,,(C) astfel incat
A% + B? = [,,. S& se arate ca det(AB — BA) = 0.
Andrei Ciupan
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Solutie.

N (01 ., (01 .
a) Pentru n = 2 consideram A = ( 1 O) si B = (0 0 > Atunci
00 10
2 _ 2 _ _ : —
A—Ig,B—Og,AB—(O 1),1arBA—(OO>.
Astfel det(AB — BA) = —1 £ 0. oo ooiii 3p
b) Fie matricile X = A+iB si Y = B+iA. Atunci XY =i(A%+ B?) +
AB—BASiYX =i(A2+ B?)+ BA—AB............ooiiii 2p

Dar det(XY —i-I,) =det(YX — - 1,), de unde
det(AB—BA) = det(BA— AB) <= det(AB—BA) = (—1)"det(AB— BA),
deci det(AB — BA) = 0. .o it 2p

Problema 3. Fie P,() : R — R doua functii polinomiale neconstante
cu proprietatea ca exista si este finita lim ([P(x)] — [@(x)]). Sa se arate ca
exista n € Z astfel incat P(z) — Q(x) = n, oricare ar fi x € R.

Gheorghe Iurea

Solutie. Notam lim ([P(z)]—[Q(x)]) = k € R. Deoarece P(z)—Q(z) =
= ([P(2)] = [Q(x)]) + {P(x)} — {Q(x)}), exista a > 0 astfel incat |P(z)—
—Q(z)] < k| +2,Yx > a. Cum lim (P(x) — Q(z)) exista, rezulta ca este

finita, deci P(z) —Q(z) =c,c e RyVz € R ..o 2p
Functia x — [P(z)] — [@Q(x)] ia numai valori intregi, deci k € 7Z si exista
b > 0 astfel incat [P(z)] — [Q(z)] =k, Ve > b .o 2p
Asadar {P(z)} —{Q(x)} =c—k, deci {c+ Q(2)} —{Q(x)} = c—k, de
unde {{c} +Q(2)} —{Qa}=c—k,NVr >0b. ... Ip

Daca ¢ ¢ Z, alegem u,v > b cu Q(u) € Z si Q(v) = m — {c},m € Z.
Rezulta ¢ — k > 0, respectiv ¢ — k < 0, contradictie. Ramane ¢ € Z, ceea ce
trebuia demonstrat. ... 2p

Problema 4. Fie A € M, (R) o matrice simetrica cu elementele de pe
diagonala principala egale cu 1 si cu suma modulelor elementelor de pe fiecare
linie mai mica sau egala cu 2. Sa se arate ca det A < 1.

Cosmin Pohoata

Solutie.

Fie A o valoare proprie pentru A si X = (21,%,...,2,)" € M,,1(C)
un vector propriu corespunzator lui A. In acest caz, din relatia AX = \X,
deducem ca:

n
E ag;x; = A\xy, oricare ar fi k € 1,n.
j=1

Cum 1nsa ag, = 1, aceasta ultima relatie se rescrie sub forma:
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Fie k' € 1,n indicele pentru care |zp| = max {|z;], j € T,n}. Astfel,
folosind inegalitatea modulului in relatia de mai sus scrisa pentru &', obtinem

n n n
N =1 o] = D awgws| <Y lawsg| ] <Y lawss| .
J#K J#K J#K
Cum din ipoteza avem > 7,/ |ap;| <1, obginem [A — 1] < 1. ........... 2p
Pe de alta parte, matricea A fiind simetrica ea are (toate) valorile proprii
TEAlE. 1p
Agadar, in virtutea inegalitatii |\ — 1| < 1, deducem ca valorile proprii
ale matricei A, fie ele A\, A9, ..., A, apartin intervalului (0,2). Deci, le

putem aplica inegalitatea mediilor. Mai exact:

1= Z?ZI Qi — Z?:l >\7« Z

n n

In concluzie, det A < 1. 2p

CLASA a XII-a

Problema 1. Fie f,g doua functii polinomiale reale, de acelasi grad,
ambele avand coeficientul dominant egal cu 1. Daca g nu are radacini reale

pozitive, calculati:
1
lim n/ x <f(nx) — 1) dz.
n—oo - Jy o\ g(nw)
Solutie. Schimbarea de variabila ¢t = nx duce la

[ t
1 / : (& _ ) o
nJo g(t)

Limita de mai sus gandita ca limita de functii (de forma 0/0), cu regula
I’Hospital, devine:

Radu Gologan
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e (50 )

Daca f = XF 4+, X1+ ..., g=X"+b,X"! + .. limita de mai sus
ESEE ] — Dy. e 2p

Problema 2. Fie A un inel.

a) Aritati ca daca x € A este nilpotent (exista k € N* cu z* = 0) atunci
1 + x este inversabil.

b) Daca A este finit, numéarul elementelor inversabile este un numar prim
iar elementele neinversabile sunt nilpotente si numarul elementelor nein-
versabile este mai mare sau egal cu numarul elementelor inversabile, aratati
ca A are 4 elemente. KK

Solutie. a) Rezultd din identitatea (1 + z)(1 —x + 2% — -+ 2*71) =0,
PENEIU K IIIPAT. . . oo 2p
b) Fie p numarul elementelor inversabile si N multimea elementelor nein-
versabile. Cum functia f : N — A, f(x) = 1 + z este injectiva, rezulta din

a) ca N are cel mult p elemente. Atunci A are exact 2p elemente. ....... 2p
Daca p > 2 rezulta ca A este izomorf cu Z,, care are p — 1 elemente
inversabile, fals. ..... .. ... 3p

Problema 3. Sa se determine functiile continue f : R — R care verifica
egalitatea

flarctg ) = (1+22)f (),

pentru orice z € R.
Al. Gabriel Mirsanu

Solutie. Functia f fiind continua, fie F' o primitiva a sa. Rezulta ca
F(arctgz) = F(x) + ¢ cu ¢ constanta, iar valoarea in 0 da ¢ = 0. Asadar

F(arctgz) = F(z) pentruorice x € R, 2p
Consideram g(z) = arctgx. Se arata ca sirul (z,,), definit prin zq # 0 si
Tpt1 = g(xy) converge la 0., ..o 2p
Rezulta F(x,) = F(zg) deci F(0) = F(zo) prin urmare F(z) = F(0)
pentruorice T € R ... 2p
De aici f = 0. ..o 1p

Problema 4. Fie p, p > 2 un numar prim si f un polinom cu coeficienti
intregi de grad p — 1 cu proprietatea ca: pentru orice a,b numere intregi
pentru care p divide f(a) — f(b) rezulta ca p divide a — b. Aratati ca f are
coeficientul dominant divizibil cu p.

Marian Andronache
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Solutie. Fie f = aX?~! + ... privit ca functie polinomiala in Z,. ...1p
Conditia din enunt este echivalenta cu faptul ca f este injectiva (€Z,),

deci bIJeCtiVa. ... 3p
Rezultécéf(f))—i—f() ot fp—-1)=0+14+--+(p—1)=0. Pe
de altd parte f(0) + f(1) +--- + f( )= (p—1)a. Rezulta pla. ..... 3p
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SPONSORI

S.C. CANEL S.A. IASI

S.C. BOLERO S.R.L. TASI

S.C. RESURSE UMANE CONSOLT S.R.L .IASI

S.C. EUROLINK TOURS S.R.L. IASI

S.C. TERRAMOLD S.R.L. TASI

S.C. MOLDOCHIM S.A. IASI

S.C. ACIV CONINSTAL AG S.R.L. IASI

SOCIETATEA DE INVESTITII MOLDOVA IFN S.A. IASI
0.A.M.G.M.A.M.R. IASI

ASOCIATIA PARINTILOR DIN COLEGIUL NATIONAL IASI
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