Al IV-lea Concurs national de matematica ,,A. Myller”

lasi, 19 aprilie 2006

Barem — Seniori

Subiectul 1. Fie p > 3 un numar prim. Demonstrati ca
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Solutie. Avem i Z;i k = (p+ 1)/2, deci ramane sa aratam ca
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Grupand in ultima suma termenii egal departati de ,,extremi” obtinem
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Rezolvarea se incheie observand ca fiecare coeficient binomial este di-
vizibil cu p si fiecare termen al sumei mai contine cel putin inca un
faCtOr . o 3 puncte

Subiectul 2. Fie p un numar prim, p > 5. Determinati numarul
polinoamelor de forma

XP g pXF 4 pX 41, k> 1, kle{1,2,...,p—1},

care sunt ireductibile in Z[X].

Solutie. Daca [ si k au paritati diferite atunci obtinem un polinom
cu radacina —1, care este divizibil cu X —1............... 2 puncte
Aratam acum ca in cazul cand k si [ au aceeasi paritate obtinem un
polinom ireductibil. Intr-adevir, daci inlocuim X cu X — 1 obtinem
polinomul XP+p(X —1)F+p(X—-1)'— () XP 14 () XP2—. . .+ (pfl)X,
pentru care:

e coeficientul dominant nu este divizibil cu p;

e toti ceilalti coeficientii sunt divizibili cu p;

e termenul liber este 2p, deci nu este divizibil cu p?.

Astfel, conform criteriului lui Eisenstein, polinomul este ireductibil
I ZIX] 4 puncte

Numarul cerut este (/') + (') =(p—1D)(p—2).......... 1 punct



Subiectul 3. Mediana AM a triunghiului ABC taie cercul inscris
in K gi L. Dreptele duse prin K si L paralele la BC' taie a doua oara
cercul inscris in X si Y. Fie P si Q) intersectiile dreptelor AX gi AY
cu BC. Aratati ca BP = CQ.

Solutie. Fie Z = AQ N KX. Trebuie demonstrat ca ZK = KX.
Consideram punctele D, E de tangenta ale cercului la AB gi AC. Fie
N =AM N DE. Punctele A, N sunt conjugate armonic fata de K, L,

adicé% = Ij—?. Cum &4 = ZK ghserviim ci problema este rezolvati

AL — YL’
daca aratam ca punctele X, N, Y sunt coliniare (in aceste caz avem
KN _ KX

NL — YL
Pentru coliniaritatea X, N, Y folosim teorema lui Newton in trapezul
BCUV, (U € AC, V € AB) circumscris cercului considerat. Ob-
servam ca punctul N este situat pe diametrul perpendicular pe BC,
care este axa de simetrie a trapezului isoscel Y LX K. Aceasta arata

coliniaritatea punctelor X, N, Y. ....................... ... 3 puncte



