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COLEGIUL NATIONAL IASI

SOLUTII

Clasa a V-a

1. a) Numarul cautat este 2015199...92015.
—

222de9
b) Cifra 7 se foloseste de 100 + 100 + 100 (ca cifra a unitatilor, ca cifra a zecilor
respectiv ca cifrd a sutelor), deci de 300 ori in numerele mai mici ca 1000. In numerele de

forma labc, cifra 7 se foloseste tot de 300 ori. In total, cifra 7 se foloseste de 300 + 300 + 1
=601 ori.

2. Deoarece p este numar impar si nedivizibil cu 3, rezultd ¢d p=6k+1 sau p=6k+5,
2

p_

k € N. Trebuie sd aratam ca numarul m = este natural. Daca p =6k+1, atunci

2 1 k(3k+1 2 -
36K +12k+1-1_ ( )eN. Daci p =6k +5. atunci L _36K* +60k+25-1 _
24 2 24

k(3k+5)+2

 —————————

2

3. Avem: a =(44...4+1j.44...45+11...1—102‘“5 = 44..4-44..45+44..45+11...1-10*"=
—_— — — —_— — —

20150ri 2014o0ri 20150ri 20150ri  20140ri 2014o0ri 20150ri
— 2015 2 2015 _ 2
=44..4-144..4+1|+55..56-107"=44..4"+44..4+55..56-10""= 44...4" +100...0—
—_— —_— — —_— —_— — —_— —
20150ri 20150ri 2014o0ri 20150ri 20150ri 2014o0ri 20150ri 20150ri

—10®"% =44..4%, deci a este patrat perfect.

2015 ori

Clasa a VI-a

1. Notdm cu (OM bisectoarea unghiului <4OC sicu (ON bisectoarea unghiului <<BOD .
Exista doua situatii fundamental disticte:
o Celnt(«40B), AeInt(xCOD), A4,Celnt(«xBOD); atunci m(<«BON)=

%m({BOD) = %(1200 —m(<40C)) = 60° —m(<AOM ) = m(<BOM ), deci semidreptele

(OM si (ON coincid. Rezultd cd m(<MON)=0".



e Celnt(«40B), Belnt(«<COD), B,C € Int(«AOD); atunci  m(<MON)=

= m(<):BON)+ m(<):BOC)+ m(<):COM) = %m(<BOD)+m(<BOC) +%m(<COA) =
:%(m(<AOD)+m(<):BOC)): %(m({AOB)+m(<):DOC)) =60".

2. a) Daca scrierea ar fi posibild, suma tuturor elementelor din 4 ar trebui sa fie numar par,
contradictie.
b) Observim cd 11..11:11< 1-1+1—1+.., :11<> n numdr par. Pentru n =2k, avem ca
— | S

ndel n cifre de 1

11..11=11-1010..01, deci 11..11:121 daci si numai dacd k:11. In cazul nostru,
—

— —
ndel 2k-1 cifre ndel
k_=9<11, contradictie.

¢) Presupunem ca ar exista doud submultimi X si Y cu proprietatile din enunt. Tinand
cont de punctul b), numarul multiplilor de 11 din X va fi egal cu numarul multiplilor de 11
din Y, ceea ce este imposibil: in multimea 4 sunt 9 numere divizibile cu 11.

3. a) Searata ca (n—k,n)=(k,n), de unde cerinta.

n—k . . 8
sunt distincte. Notdm cu .S suma ceruta;

b) Observam ca fractiile ireductibile K si
n n

atunci 25 =1+1+...+1, unde p este numarul numerelor mai mici ca 2015, prime cu 2015.
%/_J

p cifre de 1

Avemcd p =q0(2015) = 2015(1—%)(1—%)[1—%) =1440, deci S =720.

Clasa a VII-a

: g o . . . S’ : 5
1. Este suficient sa determindm fractiile subunitare ireductibile ?", solutia generala a

a, +nb

problemei fiind , cu neN. Cum b este cifra si % este numar zecimal periodic,

rezultd ca be{3,6,7,9}. Daca b=3, atunci q, {1,2}; singura solutie convenabila este

1 ) . . .
a—°=§=0,3333... . Daca b=6, atunci a,€{l,5}; singura solutic convenabild este
%o =é=0,1666666... .Daca b=7, atunci q, €{1,2,3,4,5,6} ; singura solutie convenabila
este %=§= 0,7142857142857... . Daca h=9, atunci q, € {1,2,4,5,7,8} si nu obtinem

3 b b

3n+1 6n+1 7n+5 }
7 | neN;.

: oA . a
noi solutii. In concluzie, 3 €



2. Prelungim MQ pana intersecteazi AB in R. Aplicim teorema lui Menelaus in

triunghiurile 4DC si ABC si obtinem E:%:Q. Atunci triunghiurile RBM si
RB CQ PC

PCM sunt congruente (C.C). si, astfel, obtinem ca <«<NMQ = <BRM = <xMPC = <PMN .

3.Dacd p=2,atunci 201g> —¢g—2 =0 si nu avem solutii. Dacd g =2, p>— p—802=0 si
iarasi nu avem solutii. Rezulta ca p si ¢ sunt impare.
Relatia datd se poate scrie sub forma (p—g)(p+¢-1)=200g>. Cum p—g nu este

multiplu de ¢, rezultd cd p =kg+1, prin urmare (p—q)(k+1)=200g . Acum, k =11,
deci p=tq® —q+1 siavemci (tq2 -2q+ 1)-t =200. Numarul ¢ nu poate fi par, pentru ca
ar rezulta ca p = tq2 —q +1 este par, contradictie. Raméne ca ¢ {1,3,25} . Studiind fiecare

caz in parte, gasim unica solutie g =3, p =43.

Clasa a VIII-a

1. Cum 04 1 (0OBC), rezultd ca OA L BC. Insa ON L BC, prin urmare BC L(OAN).
Analog se aratd ca 4B 1 (OCM). Fie {H}=ANNCM ; atunci OH =(OAN)N(OCM )
si, din cele de mai sus, rezultd cda BC L OH si AB L OH ,deci OH 1 (ABC).

In triunghiul ABC, AN si CM sunt inaltimi. Se obtine usor ci B4 = BC daca si numai daca
AN =CM . Unghiurile <OAN si «<<OCM sunt congruente dacad si numai daca O4 =0C
(via triunghiurile dreptunghice HOA si HOC), fapt care se petrece daca si numai daca
AN = CM (via triunghiurile dreptunghice OAN si OCM).

2. a) Este evident cd A4 < (0,+00). Pentru a demonstra incluziunea inversa, fie x (0,+0);

. 1 . . .
dacd n =[x], numerele a = sib= 5 apartin intervalului (0,1) si x =%.
n+

n+2
b) Este evident ca B < A . Pentru incluziunea inversa, fie x € (O, +oo) =4, m= [x\/a} si

02 V2

a= , b= . Daca x\/EeR\Q, atunci x=£eB. Daca x\/ze(@, atunci
m+2 m+2 b
X 6eR\Q§i,pentrup=[x\/€}a=X\/g,b: 6 ,avemc5x=£eB,
p+2 p+2 b

3.Fie a,, a,, a;, a,, a; numerele date. Observam ca
_ 2 2 2
(al+a2+a5—a3—a4)(a1+a3+a4—a2—a5)—al —(a2+a5—a3—a4) <a .

Grupand convenabil cate doua celelalte opt diferente, scriem Inca patru inegalitati similare
cu cea precedenta. Prin Tnmultirea acestora, rezultd cerinta problemei.



Clasa a IX-a

sa respecte cerintele problemei, anume (incepand cu arcul AB , In sens orar):
(x,2x,3x,4x,5x,6x), (x,2x,6x,4x,5x,3x), (x,3x,2x,4x,6x,5x) si (x,5x,3x,4x,2x,6x).
In fiecare dintre aceste situatii, putem gisi patru puncte astfel incat cite doud perechi de
arce determinate de ele sa fie egale: BD = EF =5x, DE = FB = 4x, ;4?? - DE = 4x

respectiv CE = FB="7x. Astfel, in fiecare caz vor exista cate doud coarde paralele.
Celelalte doua coarde nu vor fi paralele, prin urmare cele patru puncte selectate sunt, in
fiecare caz, varfurile unui trapez isoscel.

2 2
TV < XV NP Ar i deci
X+y 2xxy 2
suficient sd demonstram cad ./xy+./yz++/zx <3. Folosind binecunoscuta inegalitate
ab+bc+ca<a’+b’ +c*,Va,b,ceR, obtinem ci /xy+.yz+Jzx<x+y+z. Insi

2. Din inegalitatea mediilor, x’ + y >2x./xy si atunci

2 . . . -
(x +y+ Z) <3 (x2+y2 + 22) =9, prin urmare x+ y+z <3 si, cu aceasta, solutia este completa.

Avem egalitate dacd sinumai dacd x=y=z=1.

3. Pentru x=y =0 obtinemca f°(0)-2/(0)+1=0,deunde f(0)=1.

Fie a=f(1)eZ. Avem: f(2)=f>(1)-f(1)+1=a’-a+1, f(3)=r(1)f(2)-f(2)+
+1=d’-2a*+2a, f(4)=f(1)f(3)-f(3)+1=a"-3a’ +4a’ —=2a+1. Pe de alta parte,
f(4)=/?(2)- f(4)+1. Inlocuind, deducem cd a*—4a’+5a’—2a=0, ecuatie care se
scrie sub forma a(a—l)2 (a—2)=0.In concluzie, f(1)e€{0,1,2}.

e e

o daca f(1)=0, atunci f(x+1)=-f(x)+1, de unde f(x+2)=—f(x+1)+1=

=f(x), Vx € Z; astfel, f(x):{

o daca f(1)=1,atunci f(x)=1, VxeZ.
o daca f(1)=2,atunci f(x+1)=f(x)+1 prinurmare f(x)=x+1, VxeZ.
Cele trei functii gasite verifica ecuatia functionala din ipoteza.

0, x impar

l, x par



Clasa a X-a

: . . . : 2 (1Y :
1. Solutia I. Evident, ecuatia admite solutia x =1. Functia f (x) = (Ej +(§j este strict

descrescatoare pe (log, 2, +). Atunci x>1< f(x)< f(1)< 2 +1<3" si log,2<x<1

< f(x)> f(1) & 2" +1>3". Ecuatia nu are solutii x>1:
log, (3“’&(3”) - 1) >log, (3" ~1)> x> log, (2" +1) > log, (21"%3(2"*‘) + 1) .

Analog se aratd cd nu exista solutii x<1.
Solutia 2. Fie functia g:(log,2,+x) >R, g(x)=log, (310‘0’2(?—1) —1); g este bijectiva si

are inversa g~ : R — (log; 2, + =), g~' (x) =log, (210{43(2‘“) +1). Ecuatia se poate scrie sub
forma g(x)=g ' (x).Functia g este strict crescatoare si ecuatia devine succesiv
g(x) NN 310g2(3‘—1) RPN 10g2 (310g2(3‘—1) _1) = x> 10g2 (3x _1) — 10g3 (2x +1)

Notdm log, (3" —1) =a; rezultd cd 3" —1=2" si 2° +1=3". Adunand cele doua egalitati,
obtinem ca 3" +2" =3“+2", de unde x=a, prin urmare 3" —1=2". Unica solutie a acestei
ecuatii este x=1.

2. Pentru fiecare numar natural nenul &, fie x, € N exponentul lui 2 din descompunerea sa

. o . n! o .
in factori primi: k=gq, -2%. Atunci q,-a,-...-a, = ———— =numar impar, prin urmare

n DR,

m= X, +Xx,+..+x, este cel mai mare numdr natural cu proprietatea ca 2" |n!, adica

m=| 2|+ % +... .ezulta ca m££+£2+...<£-—=n, deci m<n-1 si concluzia
2 2 2 2 1_1
2
se impune.

Egalitatea impune [ﬁ} + {%} +...=n—1.Folosind scrierea inbaza2 aluin (n=5/b,..b, =
2 2 ?

=By -2" +b,-2" 4. +b, by #0,b,€{0,1},Vi=0,p), avem ci B}{%}{%}
=(b0 ia +...+bp_1)+(b0 202 +...+bp_2)+...+(b0~2+b1)+b0 :b0(1+2+...+2”“)+
+b (1+2+...+2p‘2)+...+bp_2(1+2)+bp_1 :bo(z” —1)+b1 (2”‘1 —1)+...+bp_2(22 —1)+

+b, (2—1) =byb,..b, —(bo +b, +...+bp). Prin urmare, egalitatea se atinge dacd §i numai

dacd bobl...bp—(b0+b1+...+bp)=n—1, fapt care se realizeaza cand b, +b +...+b, =1,

adicd b, =1,b =...=b, =0. Valorile cautate ale luin sunt n=2", pe N.



3. Solutia 1 (Mihai Balund). Fie c=—a-b. Ca la
punctul Torricelli, construim figura aldturata. Atunci
|z—a|=|p-rl|,|z—b|=|z- p|, prin urmare

Z|z—a| >|r—c|. Avem apoi r —b = w(a —b), unde

w=c0s£+isin£,1—w+w2=0,deci b ¢
3 3

|r—c|=|wa+(1-wh+a+b|=|1+wa+1-wHb|=|1+w||a-w?h|=3]|a-wb]|,

ceea ce implicd Y |z—a| =3 max{|a-w?b|,|b-wc|,|c-wal} .

Este usor de vazut ca, indiferent de amplasarea lui O (centrul cercului circumscris), cel

putin unul dintre unghiurile dintre vectori <(a, w’b), (b, w’c),<(c,w*a) este de cel putin

120°; pentru acel unghi avem, cu teorema cosinusului, | x—w?y [* > [x* +|xy |+| ¥ [*> 3.
Astfel, relatia cerutd este adevarata pentru orice z , fara restrictia | z| <1.

Solutia 2 (Gheorghe Iurea). In planul complex, considerdm punctele A(a), B(b), C(c)
(unde c=—-a-b)si M(z),cu |z| <1.Cum 4, B, C sunt exterioare cercului unitate iar M
este in interiorul acestuia, segmentul MA taie cercul intr-un punct A'(a), cu |a| =1; exista
si este unic x (0,1) pentru care a =xa+(1-x)z. Analog gasim 8,y €C,

:|y|:1 si
y,0€(0,1) astfel incat B =yb+(1-y)z si y =tc+(1-1)z
Avem: |Z—a|+|z—b|+|z—c|=Z—la+(l—1)z z—lﬁ+(l—1Jz 2—17/4—(1—1]2
X X y y t t
! 1 a ﬂ 4 1 1
S LI Erm M S L E B [ L J L)
Dar —+ﬂ 7—a+b+c+ ——1 Z+(__1J l—l)z
x y t t
e
z| —+— +—— —+—+-
X y t
(-]

=3 +(1+1+1J( ~[ef) > 3Jef +3(1- ) =3.

x y t

+ +

o] =

—+— +——3 z, prin urmare
Xy

G i+;j(| P o1)-3f:f |-

|Z a|+|z b|+|z C|>




Clasa a XI-a

1. Folosind inegalitatea lui Sylvester, obtinem cd 0 =rang 4> > 2rang 4—3, prin urmare

rang 4 € {O,l} .

Dacd rang 4 =0, atunci 4 = O, este solutie a ecuatiei din enunt.

Daca rang4=1, atunci oricare doud linii §i oricare doud coloane ale lui 4 sunt
ab, ab, ab,

proportionale, prin urmare matricea 4 este de forma 4=| a,b, a,b, a,b, |. Rezulta ca
ab, ab, ab,

A* =(ab, +ab, +ab;) A. Conditia 4° =0, impune ab, +a,b, +a,b, =0. Reciproc, daca

A este o matrice de rang 1 pentru care a,b, +a,b, +a,b, =0, atunci 4 verifica ecuatia din

enunt.

2. Din lim(f(2x)~f(x))=0 rezultd ca lim(f(2"x)-/(2""'x))=0,neN". Folosind
aceastd observatie si trucul uzual f(2"+lx)—f(x) =f(2"+1x)—f(2"x)+f(2”x)—f(x),
se aratd prin inductie ca )1(%(f(2"x) —f(x)) =0,VneN".

Presupunem, fard a restrange generalitatea, ca f este crescatoare. Daca a > 1, existd n e N°
pentru care 2" <ag<2"; rezultd ci f(2""lx)—f(x) < f(ax)-f(x) <f(2"x)—f(x) ,
Vx e (O,oo) . Trecem la limita dupd x — oo §i obtinem concluzia.

Daca a 6(0,1) , procedam asemanator: observam ca ipoteza problemei implica faptul ca

lim(f(x)—f(g)j =0, apoi demonstrdam prin inductie ca lim(f(;_l j—f(%jj =0,

X—>00

VvneN" etc.

3. Notdm s, =a, +a, +...+ a,. Presupunem, prin absurd, ca existd n, >1 pentru care sirul

(an )mu este periodic, de perioada T. Notand « =a, ,, +a, ., +..+a, ., pentru orice

< < : 1 <
numdr natural m vom avea ca s =s, +ma.Din s ., —(n, +mT)\/§‘ < 5 rezulta ca

ny+mT

s, +ma—nyN2 —mT~2 <—1 . Folosind inegalitatea modulului sub forma |x|<|x+ y|[+|y
" ‘ 2
1

. . . . (04 Sn[) M \/5‘ 1
si impartind prin m7, obtinem |—— J2|< + < .
T 2mT mT mT

Trecem la limitd dupd m — oo ; rezulta ca

%—ﬁ‘ =0, prin urmare %= V2 . Aceasta din

urma egalitate nu este insa posibild, deoarece o si 7 sunt numere naturale, iar \/5 este
numar irational.



